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1- DEFINICION. INTEGRALES INMEDIATAS

Dada una funcién f(x) llamamos funcién primitiva de f(x) a cual-
quier otra funcién F(x) cuya derivada sea f(x): F'(x) = f(x)

Ejemplo:

Una primitiva de f(x) = 3x*> es F(x)=x’, yaque F'(x) = 3x* =
f(x).

Otra primitiva es x’+5, pues su derivada es, también, 3x’.
También es primitiva de 3x*, F(x) = x’ + C, para cualquier valor de
la constante C.

En general, toda funcién f(x) admite infinitas primitivas que se
diferencian entre si solo por una constante, es decir, si F(x) es
primitiva de f(x) también lo serd F(x) + C VC =cte., pues

(Fx) +C)" =F(x) =1(x)

En consecuencia, para hallar las primitivas de f(x) hallaremos una
de ellas, F(x), y escribiremos F(x) + C, donde C representard en
todo lo que sigue una constante cualquiera que se llama constante de
integracion.

El problema que vamos a considerar es: Dada una funcion hallar
sus primitivas, es decir, Dado un diferencial f(x) dx, hallar la
funciony = F(x) tal que dy = f{x)dx.

Ejemplos:
(a) J-3x2dx =x'+C,
ya que la derivadade x’+C es 3x” +0=3x"
x’ 3x° 2

3
b) [x2dx=2-+C ., puesal derivar — da > =x
®) '[ 3 P 3 3

5
©) jx4dx:x?+c, idem .




n+l

En general, I Xdy="2 +C, excepto cuando n = -1, pues

n+1

. 1
entonces: I x'dx = .[ ldx = Lx+ C pues la derivada de Lx es —.
X X

Propiedades

(1) La integral de una suma es la suma de las integrales:
[+ g)ldx = [ £(x)dx + [ g(r)dx"

(2) La integral de una constante k por una funcion, f, es la
integral de f multiplicada por k:

j k£ (x)dx =k j F(x)dx"

Ejemplos:
(a) j(3x2 +5x")dx = I3x2dx +j5x4dx =x’+x +C
(Basta poner una cte.)

4
b) [15x%dx =15 Xdx =152+ C
®) | y

De las derivadas inmediatas obtenemos:

(a) J-e"dx =¢" +C, puesladerivadade e* es e*

(b) J-senxdx =—cosx+C,

pues la derivada de -cos x es -(-sen x), es decir, sen X .

X

L5
(c)dex_LS

+ C, pues la derivada de 5" es 5 L5 , por lo que

5 5°LS
es =
L5 L5

X

lade




Esto es cierto cambiando el 5 por cualquier nimero.
Asi obtenemos unas cuantas integrales que serdn la base para
calcular todas las demds. Estas son las del siguiente cuadro:

INTEGRALES INMEDIATAS

n+l
[x"dx= Y LCm#E-) B rC
n+l X
jexdx=6X+C jaxdxz a +C YasR
La
jsenxdx:— cosx+C J. cosxdx=senx+C
I d)i =tgx+C I djg = —ctgx+C
COS™ X sen-x
dx dx
=arctgx+C =arc.senx+C

Que se completa, segtn las propiedades citadas con:

LINEALIDAD DE LA INTEGRAL

[(F o+ (0)dx=[ f (x)dx+[ g(x)dx
j k £ (x)dx=k j F(x)dx




Ejemplos:

;
‘dx="_4C
(a) jxx 5
%+134
x 4
b dx=| x"dx =>"—=—x3+C
()J-\/_xjxx 1

Ia
3

2 7 5 7

(©) sz \/;dx=j x2dx= %x2+C J'xzx/}dpj'xzd)c:ixzw
_1 "

2

) j dx __[ 1 X —xz—\/_+C

+1

le +5 x10x* 5
(e) J. —j(—z——z‘i‘—zjdx =

X X X

=[x’ —10+5x—2)dx=jx2dx—10jdx+5jx-zdx=

3 -1 3
:x——10x+5x—=x——10x—§+C, ya que :jdx: x+C,
3 -1 3 X

pues la diferencial de x es dx.
2

® J-(Sx + senx)dx = 5% —cos+C

(2 J. L1 dx = arctgx — arcsenx + C
1+x° 1= x2

(h) J-e—ﬂdx —%(@)C + x)+ C




2- CAMBIO DE VARIABLE

Naturalmente nos encontraremos con funciones mas complicadas
cuya integral no salga directamente de las inmediatas. En esos casos
nos interesa reducir el problema a una integral inmediata mediante un
cambio de variable, en la siguiente forma :

[ = J' 3x% +1
X+ x
derivada del denominador es el numerador, entonces si llamamos t

(nueva variable ) al denominador tenemos :

Por ejemplo para calcular dx, vemos que la

CAx=tx+x=t
diferenciando : ( 3x*+1)dx=dt y llevando estos resultados a la
integral:
I—I 3x +1

j——lnt+C y sustituyendo t por su valor, es
X +x

decir, deshaciendo el cambio de variable:
I =Ln(x*+x)+C

En general, siempre que tengamos un cociente con el numerador
’
f(x)

X

igual a la derivada del denominador , su integral serd el lo-

garitmo neperiano de f(x) , sin mas que hacer f(x)=t

La técnica del cambio de variable es siempre la misma y viene
resumida en este cuadro:

CAMBIO DE VARIABLE

eElegir la expresion que vamos a igualar a la nueva variable t.
eHallar dx.

e Sustituir en la integral las x por las t y dx por su equivalente en dt.
eResolver la nueva integral.

e Deshacer el cambio.




La dificultad del problema es elegir el cambio de variable. Para
las integrales complicadas veremos mads adelante unos cambios
standard que nos las resolveran, pero con complicacion de calculos.

En los problemas mas sencillos no daremos una tabla de cambios,
pues existen muchas posibilidades, incluso en la misma integral. Lo
que se hace es probar distintos cambios hasta obtener una integral
sencilla. La practica ensefia a elegir en cada caso el cambio més c6-
modo, por lo que es necesario hacer muchos ejercicios para dominar
la técnica del cambio de variable que nos resuelve numerosas
integrales .

Ejemplos:

3
(a) I= j (x+4) dx; Cambio: x +4 =t

dx =dt
4 4
queda: I=It3dt=%+C=(xZ4) +C

dx
X+

(b) 1=j 5;x+5=t:>dx=dt:>I=I%=lt=l(x+5)+€

© I=j(6x+2)4dx;6x+2=t:>6dx=dt:>dx=%

5 5
I:jt4£:ljt4dt=lt :(6x+2) +C
6 6 65 30

(d) I:I\/3—4xdx;3—4x —t = —4dx =dt = dx = —%

I=I\/;%=—%It;dt= !

LI +C
4t a3-4x

(e) I= Icos6xdx;6x =t=>dx :%




= lj sentdt = lcos 1= lcos 6x+C
6 6 6

M I= (x2 +5)8xdx ;X7 +5 = t=>2xdx = dt => xdng

9 2 9
edt 110 (& +5)
2 29 18

I=1¢ +c

(g) I= I $enxcos x dx;senx = t=>cos xdx=dt

2
I=jtdt=—=senx+c
(h) I= j’“lx 3oy xdr=—4
2
LY N U (O e
2077 2 2

(i) 1:]% 2x = t:dxz%
+

= ! dt2:1 —larc.tg2x+C
291+ 2 2
f
G) 1= j dxf—z f \/_—Zdt

= j et - 2dt=2 j e'dt=2e'=2¢V +C

(k) 1=j

senx + CoS x senx
di= [ = d+ [dx =T, +1,
COSXx COS X L

senx
I, = j dx ;cosx = t=— senxdx = dt
cosx

=— % =—Int =—In(cosx)+C

Izzj-dx=x+C Luego, I=-In(cosx)+x+C




GO I= j2xe"2c0s xe"zdx;e"zz t=2xe" dx = dt

2
I = jcos tdt = sent+ C = sene™ +C

(m) I = J-e“’”senxdx =—e" +C, con el cambio cosx =1

Ejercicios:
1 I=

(17) jx%/s — x%dx; (18) jx—_ldx;

xt—4x+1
e‘dx
(19) j1+€2x;e =1 (20)  [rgxdx;
21 J-X3dx‘x4=t‘ (22) J-xe_"zdx‘
B4+ ’ ’
3
@3) [er et e [ gnre=r
COS X X
(25) IL'x:l' 26) | XX =1
xsz—Z’ t’ Jx+1’ ’

27 j«/ a* — x*dx; x = asent;
j x*dx

X
V1—x2

(28) = sent

10



3- INTEGRACION POR PARTES

Ciertos tipos de integrales pueden reducirse a otras mas sencillas
con la férmula de la

INTEGRACION POR PARTES:

ju ~dv=u-v-— j v-du donde u, v son funciones de x.

Ejemplos:

dx
(a) I= jlnxdx Hacemos: Le=u= 7 = du

dx=dv=x=v
Aplicando la férmula:
dx
I=\|Inx-dx=xlnx —| x—=xlnx— | xdx =
] [ ]

xinx—x=x(ln-1)+C

(b) I:jxlnxdx; Inx = u:gzdu
X
X2
xdx=dv=>v=—
2
2
[="Inx— x—@zx—lnx——j
2
2 2
=x—lnx—ix—(lnx——)+C
2 22
) I= I arcsenxdx;arcsenx = u = du = dx -
1-x

dx=dv=x=v
xdx
I = xarcsenx — .[ xarcsenx +1—x*> +C

N

11



4- SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Cualquier integral con funciones trigonométricas puede
resolverse con cambios de variable adecuados, como veremos mas
adelante. Algunos casos muy frecuentes se resuelven sencillamente
aplicando férmulas de trigonometria.

1

EJEMPLOS

(a) I= I cos’xdx ; sabemos que Vx € Rse cumple:

COSX= # = cos’x = 1+c0s2x =
Icoszxdx = jmdx = ljabc + lj cos2xdx =
2 2
1 11 1 sen2x

=——X+—-—sen2x=—x+
2 22 2

(b) I= Icos3xd x;comocos” x =1 —sen” x:

I= J.cos x(1— sen®x Jdx= .[cos xdx — I sen’ x cos xdx =

1
=senx——sen’ x+C

haciendo cosx =t enla 2°

() I= j sen9xsenxdx

Como: cosA —cosB= —ZSenA;B senA;B

12



Haciendo:
A+ B

=9x
A=10x
= = —-2sen9xsenx = cos10x —cos&x =

A-B B =8x

—_ =X

2
= sen9xsenx = —% (cos10x —cos8x)
Luego:
1 1 1
I=- EJ- (cos 10x — cos 8x )dx = _E-[COS 10xdx + 5-[ cos8xdx =

1 sen10x 1 sen8x
=—— +— +C
2 10 2 8

Las férmulas trigonométricas mas usadas con estos fines son:

2 2 senx
sen” x+cos x=1 ; tgx=
COSX
2, — . P
l+tg"x=—; ; 1+ctg’x=—
cos” X sen” X

sen 2x = 2sen X cos X

cos 2x = cos’x — sen’ X

2sen X cos y = sen (x-y) + sen (x+y)
2sen x sen 'y =cos (x-y) - cos (x+y)

2c0s X €0S y =C0S (X-y) + cos (X+Y)

EJERCICIOS
(48) '[ sen’xdx ; 49) '[ sen’ xdx
(50) [ senxcos® xdx L 6D [VI-cos’xdx
(52) '[ sen3xsen2xdx ; (53) J- sen2x cos4xdx
(54) j cos 3x cos 2.xdx : (55) j 1g° xdx

13




5.- INTEGRACION POR RECURRENCIA

Las integrales del tipo I x"e*dx, es decir aquellas en que aparece

un exponente 6 coeficiente genérico n pueden hacerse, aplicando
reiteradamente la integracion por partes, dando una férmula en la que
aparezca la misma integral pero con n-1 , n-2, etc. en vez de n. En
este caso, llamemos:

I = .[x"e"dx : Tomamos x"=u = nx"'dx=du
e'dx=du = e*=v
=1 =x"e" - n_[ x"etdx=x"e* —nl_,

pues la integral es la original salvo el exponente de x. Asi queda
resuelta la integral, pues podemos rebajar el grado hasta

I, =I x’e*dx =Iexdx =e' +C.

Por ejemplo para calcular [, = I xtetdx -

I,=x"e"—4I,
[=xe" =3I,
I {I,=x""-2I,
I =xe" I,
Io=e"

=1, =x"e*- 4[x3ex— 3().626)(— Z(xe"—e" ))]:

=" (x*— 4x*+ 1227+ 24x— 24 +C
Veamos otro ejemplo:
I, = I sen " xdx

n

Tomamos: sen""'x = u=>du = (n—1)sen"> cos xdx
senxdx=dv = u=-cosx

=1, =—cos xsen"'x + (n - 1)! cos’xsen" *xdx =

= —cosxsen" ' x+(n—1) j(l - senzx)sen"_zxdx =

14



=—cosxsen"" x+ (n— I)J. sen"xdx —(n — I)J- sen” xdx =

=—cosxsen" ' x+(n—-1)I_, —(n—1)I,

Pasando el I al otro miembro y despejandolo.

I =

—cosxsen"" x
= -+

n—1

n
n

3
_ —cosxsen'x 3

In—Z

n
que es la férmula de recurrencia.
Para calcular, por ejemplo, I, e I;:

l,=———+—1
4 4 42
_ _ 3
I, — Zcosxsenx +lI0 =1, _ T cosxsen X —ECOS xsenx—§x+C
4 4 4 8 8

IO:J. sen’xdx =J. dx =x

_ —cos xsen‘x 4

l.=———"—+—1]
5 5 5 3
_ 2
I, = cosxsen x +211
; 3 3

I, =I senxdx =—cosx

=1

—cosxsen’x 4 ) 8
=—————cosxsen " x——cosx+C
15 15

5

15



6.-INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES.

METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS.
P(x) P(x)
Q(x) Q(x)’
donde P(x), Q(x) son polinomios en x tales que grado P(x)<grado
Q(x). (Si el grado de P(x) es mayor 6 igual que el de Q(x) el
problema se reduce al anterior sin mas que dividir los polinomios).

En estos casos hacemos tres pasos:

1- Hallar las raices del denominador, Q(X).

2- Descomponer el cociente en fracciones simples de los

Tratamos de integrar cualquier funcién de la forma

tipos: para cada raiz real simple,
(x—a)
A B

+ +ot
(x=b)"  (x=b)"" (x=b)

Mx + . .
—( X)ZN B2 para cada par de raices complejas o i
X—0o)" +

para cada raiz real multiple b de

mult. n,

simples.
Lo equivalente para raices complejas multiples.
3- Resolver las integrales de las fracciones simples. Esto quedard

2
claro con algunos EJEMPLOS:(a) I=. J-35);_—j24dx
X =5x"+4x

Buscamos la raices del denominador: x’ —5x>+4x=0 que son
1,4,0 (simples).
Hacemos la descomposicion:

Calculamos los coeficientes indeterminados A, B, C:

5x% +2 _AX-D(x=4)+Bx(x-4)+Cx(x—1)
x(x—1(x—4) x(x—1)(x—4) =
=5 +2=Ax-D(x-4)+Bx(x-4)+Cx(x—1)
Esto debe ser verdad para todos los valores de x.
Dando valores a x obtendremos, pues A, By C:

16



x=0 2=4A:>A:%
7
x=1 7=—3B:>B:—§
Xx=4 82=12C:>C=%
Luego:
5% +2 1ede 7¢ dx 41 dx
Ij dx=—|—+— +— =
X =5x*+4x 24 x 37x-1 6Yx-4
:%LX—ZL( —1)+ﬂL(x 4)+C
(b) I= j—x3+x2—x—1:o:>x=
X +x —x—1 —1(doble)
X A B C
= + +

X +xi-x—1 x+1D?* x+1 x-1

x=Ax-D+Bx+D)(x-1)+C(x+1)?

x=1 | —4C—C=1t
4
X='1 —1:—2A:>A:l
2
x=0 0:—A—B+C:>B=—A+C:>B:—%
Luego, I—— —— =
s j(x+1) J’x+1 4-[x—

X HxTHx+2
= J. 2 2 X
(x"+D(x"+2)
Las raices del denominador son complejas:
xX*+1=0=>x=4i
X +2=0=x=1/2i

17



La descomposicion sera:
x> +x*+x+2 _ Mx+N  Px+Q

(xX>+D(x>+2)  x*+1  x>+2

XX x4+2=(Mx+N)(x* +2) +(Px+Q)(x* +1)
El cédlculo de los coeficientes se puede hacer siempre dando
valores (como hemos visto) 6 por el siguiente método:

Ordenando el 2° miembro:
A+ x4+2=M+P)X* HN +Q)x* +2M + P)x +2N +Q
Igualando los coeficientes de cada potencia de x:

M+P=1 M =0
N+Q=1 , , N =
= (resolviendoel sistema) =
2M +P =1 pP=1
AN+Q =2 0=0
Luego:
dx xdx 1. ¢,
I= + =arctagx +—L\x" +2)+C
J')c2+1 jxz+2 § 2 ( )

NOTA: Para obtener el denominador de cada fraccién simple en
este caso se pone (x—a) + > para cada par de raices complejas
o £Bi 6 directamente el trinomio de 2° grado del que salen las raices.
Por ejemplo en nuestro caso:

atPi=0%+/2i; (x—0)? +p> = (x—0)> +(¥2)>* =x> +2

dx

I_J~x5—x4+4x3—4x2+8x—4
(x*+2)°

El denominador tiene las raices complejas x = +4/2i (triples). La
descomposicion sera:

18



x5—X4+4x3+8X—4_ Mx+N N Px+Q +RX+S
(x* +2)° (x*+2) x*+2)* x*+2

operando, sale: M =4 ; N=P=Q=0 ; R=1, S=-1

x—1
+J-x2+2dx—

=1 = J-4—xdx
(x*+2)°

3 1 +jx 1 X—j dx _
(x*+2)* Y x*+2 x*+2

—%+1L(x2 +2) —Qarctg(ij +C
(X242 2 2 J2

x+3x4
)Ij—2x8

Dividiendo numerador y denominador:

/= I( S5x+4 j J.dx S5x+4 ELAL BN

x> —2x-8 x —-2x-8
Haciendo I, como en el ejemplo (1°) queda:

I=x+L(x+2)+4L(x-4)+C

19



METODO DE HERMITE

P dxtalque
x)

Se usa para resolver integrales del tipo j

grad P (x) < grad Q (x) cuando las raices de Q (x) son reales de
alta multiplicidad 6 complejas multiples. Este método complica la
obtencion de coeficientes, pero una vez hallados éstos s6lo aparecen
integrales inmediatas.

Consiste en hacer la descomposicién en la forma:

J'P(x) dx = 8(x) + ( A + B +..+ Mx+ N 2jdx
O(x) q(x) x—a x-b (x—=r)+s
Es decir:
_ Un sumando por cada raiz (sea simple 6 multiple )
_ Un término formado por:
q(x)=Q(x) dividiendo por los denominadores de los otros

0(x)

= M.C.D.(Q(x),Q’
(x_a)(x_b)...[(x—r)z +S2] (0(x),0"(x))

sumandos=

g(X)=a+ Bx+ yx*+....polinomio de coeficientes indeterminados

de grado una unidad menor que el grado de q(x).
Los coeficientes A, B..., M, N.., @,f, 7... se hallan identificando

coeficientes en la igualdad
P _d (W), A MiEN
O(x) dx\ g(x) x—a (x=r)y" +s

20



Ejemplos

3
(a) I= j %dx ; Como el denominador tiene la raiz 1
x —_—

multiple de orden 4 aplicamos Hermite. x=1 es la tnica raiz =

pondremos un sumando A y otro g8(x)
x—1 q(x)

, siendo:

_0() _ (-1t _

1l eop D

q(x)

grado q(x)=3 =grado g(x) =2 = g(x) = a+Bx+yx’

Con lo que:

(x—D*  dx

*+1  d(a+pfx+yx’ LA
(x=1° x—1

Haciendo la derivada :

1 —(B+3a)-Qy+28)x—yx° , A
(x-1)* (x-1* x—1

Es decir: X’ +1=—(B+3a) - Q2 y+2B)x—yx* + A(x—1)’

que resuelto da:  A=1/3
a=1/9; =1, y=—1

21



7- INTEGRACION DE FUNCIONES IRRACIONALES

Cuando escribamos R(x, 4/x), por ejemplo queremos decir "una
funciéon racional (donde solo salen sumas, restas, productos y

cocientes) entre constantes X Yy Jx, por  ejemplo,

1+x 1+X\/;—\/; etc
WxT o x24sdx T

Lo mismo, R(sen x, cos x) es una funcién racional: de sen x y cos
X.
Veamos algunos cambios de variable tipicos, segin la integral:

TIPO | R x5 )dx

Calculamos el minimo comun multiplo de los denominadores de
los exponentes: p=m.c.m. (n,s,...) y hacemos el cambio:
x = t?,conel que dx = pt*'dt

Nos quedara una integral racional en t, I %dt que se resuelve
t
segun el apartado 6-

Ejemplos
dx dx
- V = ———
(a)j\/;_% emos que jx%_x%

Como 4=m.c.m(2,4), hacemos el cambio :
x=t'= dx =4t’dt
X2 = (142 =1

x4 = (14 =t

3
I:J;tj1§:4 L‘”_4J'(t+1+—)dt 4[ +1+1nft— 1))= 2f+4f+4ln‘\/§ 1+C

pues x=t* :>t=‘{/;:>t =\/;

22



dx = 2(\/; - arc.tag\/;)+ Cconelcambiox = t*

ol

Ejercicios

x x+2

Y
(72) jmdx, (73) j e dx

Jx-1 §/xdx
(74)]—%+1dx; (75) [-——~ i

ax+b 7 ax+b Z
TIPO | R| x, , you
I !x (cx+dj (cx+dj }dx

. . . ax+b
Es decir, cuando se repite un grupo lineal

bajo distintos

cx+d
radicales.
Como antes se calcula p=m.c.m.(n,s,...) y se hace el
cambio: b =t", de donde se despeja x para hallar dx
cx+d
Ejemplos

dx _ dx
(a)'[\/Zx—l—‘{/Zx—l _I(2x—1)% —(2x—1)%

Hacemos el cambio:2x-1=t* = 2dx =4t’dt = dx =2t’dt (como
no hay denominador en (2x-1) no hace falta despejar la x para
calcular dx )

23



Resulta:
I= 20dt
t?

(b) L/itidx

=2 g2 2l | =V 2e 14 22 22— 1 C

X_l_i=t3:>x+1=t3x—t3:>x(1—t3):—1—t3:>
X_
1+t 2(1-) = (=3 (1+¢°
x(1- ) =1 o x=— it gx=- 20 U= (B0 AH)
1-t (1-t)
=6t dt
(1)

3

1 dl 1
Luego, [=—6|t¢ = dt
s Jr 1) ‘f (1)

que se hace como las racionales y da :
1 t+t+1 2 2t+1 2t

——+—=arc.tg—=—+—+C
37 (t-1)° ﬁarcg J3 0 -1

Se deshace el cambio poniendo 13/ Xt 1 en lugar de t.
X —

© | dx 2dt =21, Wx—2-2

(x—20x—2 z—4 2 42| 2 \Jx 242

con el cambio: x+2=t>
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Ejercicios

X’ dx dx

76 . (T7
(7 j«/x—l 7 '[\/x+1+\/(x+l)

1- @ o 1—«/3x+2d

(78) j ; (79) jmx

80) |, /XT_ldx

TIPO j R(xax” +bx+c Jdx

Es decir, cuando aparece un trinomio de 2° grado bajo una raiz
cuadrada. Haremos el cambio segun el signo de a y el de c, en la

forma:

Sia>0 : Nax* +bx+c=+Ja x+t

) c>0: ax2+bx+c:tx+\/z
Si a<0 X

c<0Vax> +bx+c =t(x— ),

donde & es una raiz del trinomio.

Después de elegir el cambio se eleva al cuadrado, se despeja x
(los cambios estan estudiados para que esto sea posible) y se halla dx;
sustituyendo luego vax’ +bx+c, X, dx por sus expresiones en t se
llega a una integral racional en t.

Veamos un ejemplo de cada caso:
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EJEMPLOS

(a) 1= IL
Nxi+x+2

Como a =1>0, hacemos: Vx> +x+2=x + ¢t
x’ +x+2=()c+t)2
X Hx+2=x" 42t +1’
xX+2+4 2+t
2-2
1-2t
-2 —1+2)
dx=——T———>—dt
(1-21)

—2(¢* —1+2)
1-2¢)°
I:J-tz—é tz—)2 =
+1
1—2;(1—% J
B —(r*-1+2) Lo odt
_2I(t2—2)(—t2+t—2) = It2—2_

:LL |\/x +x+2—x— \/_|
V2 ‘Vx +x+2 - x+x/_‘

Como vemos parece que va a quedar una integral muy complicada

en t, pero se simplifica mucho.
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dx

=
(b) J-x/6+)c—x2

Como a=-1{0 y ¢=6)0 hacemos:
Vo+x—x =tx+/6

6+x— x> =12x> +2/61x+6

x—x*=12x* +261x

1-x=1>x+2/61

_1-246r 2(V6r2 — 1 —+6)

=dx = dt
1+17° (1+2)
luego,
\/_t —t—\/_dt
1+t dt V6+x—x* =6
I=2 _[ ZI 5 =2arctg +C
i{1-2V61) e 1+1¢ X
1+1°
dx
©lI =
j\/—x2+4x—3

Como a=-1<0 y c=-3<0 hacemos el tercer cambio. Para ello
buscamos las raices del
trinomio:—x* +4x—-3=0= x*-4x+3=0= x=1 y x=3

luego es —x* +4x—-3=—(x—-1)(x-3)

Hemos cambiado el signo para calcular las raices. Por eso
ponemos (-).

Hacemos el cambio:

V=x*+4x-3=1t(x-1)
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Es decir:

—(x=1D)x=3)=1(x-1)
—(x—l)(x—3):t2(x—l)2

—(x—3)=t2(x—1)

3417 —4t
X = - =>dx = - dt
l+1 (1+72)
Luego,
—4t dt :
1+t dt V—x"+4x-3
I= I 3 r B I1+t2 ——2arctgt——2arctg[x_1 ]+C
1+t

NOTA: En cualquier caso si el trinomio tiene raices se puede hacer

este cambio.

Ejercicios

dx dx
8 | —~ ; 82) | ——
( )J.x\/x2+x—1 ( )J.\/xz—x+1

dx dx
83 ; 84
( )I(x+1)\/—x2+x+1 ( )'[ x—2)x/—x2+4x—3

2
x“dx

(85>j? : <86>j—2
V3x T —x+1 1+x 1-x
87 ; (88)

( )'[ x+13«/x +2x j\/)62—1
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8.- INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

TIPO I R(senx,cos x)dx
Se hace el cambio tg% =t, parael que

2t - 2dt
senx=—-; COSX = > dx=——o
1+¢ 1+¢ 1

quedando una integral racional en t.

EJEMPLO:

I_J- dx
1+ senx + cos x

; cambio tg% =t queda:

2dt
1+ dt X
I = = =L(t+D)=Litg—+1)+e
I 2t 1-¢° It+1 e+D (gz )
1+ 5 5
1+1¢ 1+1¢
CASOS PARTICULARES

El cambio anterior da integrales muy trabajosas muchas
veces. En algunos casos se pueden hacer cambios que dan
resultados mds sencillos.

1. TIPO IR(senzx,cosz X, SenX Ccos X,...)

Es decir, cuando la funcién es par en sen x y cos x (todos los
sumandos de grado par 6, dicho de otro modo, la funcién no cambia
al sustituir sen x por (-sen X) y cos X por (-cos X)).

Se hace el cambio: tg x =t, conel que:

! ; COSX = ! ; dx= di
V1+¢2 V1+£? 1+

(Las raices desaparecen por ser la funcién par y queda una
racional en t de grado mitad que si aplicamos el otro cambio).

S€n x =
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Ejemplo

dx (I+¢
Il J-ﬁ Contgx =t queda [= I—)d
sen”xcos” x
cuya integracion es inmediata, mientras que
(1+2)

E =tdarial = —I ! que es mas ...

tr1-1*)’

2.- TIPO jcos’”xsen"xdx

Si m impar: senx =t =>cosxdx =dt
Si n impar: cos X =t = +senxdx =—dt
Si  m.n pases: Tipo anterior

3.- OTROS CASOS PARTICULARES
Ver pag. 15, capitulo 4.
Ejemplo
I= Icoij sen’x dx
senx =t = cos xdx = dt
I= Icos“x sen*xcos xdx = .[(1 — sen’x)* sen’xcos xdx =

= I(l—tz)z t*dt que es inmediata.

Ejercicios

dx ) 4 sen x
89)| —— 91 cos” xdx ; (92
( )I5+3senx ( )I sen e )J cosx
(93) j : (95) j sen’xcos* xdx

Senxcos xdx senx
OO —— == O j ; (98)
sen XCOS)C
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Integral on line

& WolframAlpha sz,

] integrate x =] ]

Indefinite intearal: Show steps

2
fx dx= = + constant

Computed by: Wolfram Mathematica Download as: POF | Live athematics

wolframalpha.com



