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Parte 1

Teoria y Enuncilados



Introduccion de Petersen

Las proposiciones de Geometria se presentan bajo dos formas distintas.
Unas expresan que una figura, que ha sido trazada de cierta manera, satisface
ciertas condiciones. Otras piden que se trace (que se construya) una figura
de modo que satisfaga ciertas condiciones dadas. En el primer caso, tenemos
un teorema; en el segundo, un problema.

Como la solucién de los problemas debe traducirse graficamente en un
dibujo, hay que recurrir al empleo de algunos instrumentos. Habitualmente,
nos servimos so6lo de la regla, con la ayuda de la cual podemos trazar una
recta que pasa por dos puntos dados, y del compas, que permite describir
alrededor de un centro dado una circunferencia de radio dado. Entonces,
cualquier solucién constara de estas dos operaciones (repetidas una o més
veces).

Esta restriccion tiene como consecuencia que muchos problemas, simples
en apariencia, no podran ser resueltos (triseccién del dngulo, la cuadratura
del circulo, etc.). En general, puede demostrarse que ello ocurrird cuando
el calculo conduzca a ecuaciones que no puedan reducirse al primero o al
segundo grados.

Un problema estd sobredeterminado, cuando la figura buscada esta some-
tida a mas condiciones que las necesarias para determinarlo; es determinado,
cuando contiene sélo un numero finito de de soluciones; por fin es indetermi-
nado, cuando admite un ntimero infinito de soluciones.

Para resolver un problema determinado, es necesario:
1. Efectuar la construccién.

2. Demostrar que es exacta.



3. Discutir la solucién, es decir indicar los limites entre los cuales deben
estar comprendidos los datos para que el problema admita 0, 1, 2, ...
soluciones.

Entre los problemas indeterminados, los que se volverian determinados
por la anadidura de una sola condiciéon mas, presentan un interés muy par-
ticular. Aunque un problema igual tuviera una infinidad de soluciones, no
sera satisfecho por una figura arbitraria; sino que todas sus soluciones se
agruparan con una cierta manera, determinada por las condiciones dadas.
Asi un punto es determinado cuando debe satisfacer a dos condiciones da-
das; si se le impone s6lo a una tnica, se vuelve indeterminado; pero todos los
puntos que satisfacen esta tltima condicion se encontraran sobre una linea
recta o curva; le damos el nombre de lugar geométrico de los puntos que
satisfacen a esta condicién. Lo mismo ocurre con una figura para cuya deter-
minacion falta una condicién; porque en general cada punto de la figura se
encontrara en el mismo caso, de manera que cada uno de ellos la tendra por
su lugar geométrico.

La Geometria Analitica proporciona un método completamente general
para la resolucién de los problemas de geometria. Pero por esto mismo que
se aplica uno y el mismo método a los problemas mas diferentes, es natural
que haya que hacer grandes rodeos. Asi, en la Geometria Analitica, conside-
ramos las distancias de los puntos de una pareja de ejes que, en general, en
absoluto nada tienen que ver en la cuestion. Ademas, aplicando este método,
llegamos facilmente a hacer mecanicamente los célculos, sin que podamos
siempre interpretar geométricamente las ecuaciones que obtenemos. Por fin,
y es posiblemente la razén mas seria, estas tultimas llegan facilmente a un
grado de complicacién tal, que no es posible resolverlas en la practica.

Debido a estas dificultades que se encuentra en la aplicacién directa de la
GEOMETRIA DE DESCARTES, recurriremos a una gran cantidad de méto-
dos particulares (basados en el empleo de diferentes sistemas de coordenadas,
etc.) que permiten resolver individualmente los problemas de manera mas na-
tural y mas elegante; pero la dificultad se trasladé ahora sobre la eleccion
del método. Creamos no obstante asi una transiciéon entre los procedimien-
tos algebraicos y los puramente geométricos. En estos ultimos, tratamos de
encontrar la solucion del problema, estudiando por la via geométrica cuales
son los enlaces que existen entre los elementos dados la figura y aquellos a los
que se busca. Para facilitar estas investigaciones, comenzamos en todos los



casos por dibujar una figura que representa la soluciéon buscada y tratamos
de estudiarla con la ayuda de los teoremas conocidos de la Geometria.

.No es cierto, en el caso en un gran nimero de los problemas mas simples,
que todo se reduce a la determinaciéon de un punto desconocido? El método
que se debe aplicar emana inmediatamente de lo que precede.

Consideramos, de forma aislada, las diferentes condiciones
debe satisfacer el punto buscado; a cada una de ellas correspon-
derd un lugar geométrico; y si son rectas o circulos, el problema
estd resuelto. Porque el punto deberd encontrarse a la vez sobre
cada uno de ambos lugares, debe encontrarse en los puntos donde
se cortan.

Si los lugares geométricos son dos rectas, el problema admite sélo una
solucién y puede volverse imposible sélo si las lineas son paralelas. Si son
dos circunferencias o una circunferencia y una recta, el problema admite dos
soluciones cuando se cortan, uno cuando son tangentes; se vuelve imposible
cuando son exteriores una a otra. Hay una diferencia cualitativa entre este
caso y el precedente, donde la imposibilidad estaba sélo una cuestion de
limite.

Cuando los lugares geométricos son otras curvas, directamente no pode-
mos mas emplearlos para las construcciones y hay que repetir la cuestion
de otra manera. Hay que no obstante observar que un punto que es dado
por la interseccién de una recta y de una cénica posiblemente determinado
por medio de una recta y por medio de una circunferencia, mientras que la
construccion no puede mas efectuarse si el punto estda determinado por la
interseccién de dos conicas independientes una de la otra.

El método que se acaba de indicar para los problemas mas simples, puede
extenderse a los mas complicados. La regla seria la siguiente:

Constderaremos inexistente una de las condiciones impuestas
a la figura, y buscaremos los lugares geométricos de los puntos
de la figura hecha asi indeterminada.

Se comprende facilmente que es de la mayor importancia el conocer mu-
chos lugares geométricos, como seran rectas o circunferencias. En el primer
capitulo, daremos los mas importantes de ellos, con un desarrollo detallado
de las principales reglas enunciadas més arriba.



Cuando no se puedan aplicar inmediatamente los lugares geométricos, la
regla que hay que seguir sera ésta:

De la figura trazada deduciremos otra en la que el enlace entre
los elementos dados y aquellos que se buscan se vea mds como-
damente.

Trataremos este tema en el segundo capitulo.

En lo que sigue, para abreviar, designaremos un triangulo por ABC'y las
) Y
longitudes de sus lados por a, b, c. La altura y mediana por correspondientes
a a seran h, y m,. La longitud de la bisectriz por A sera w,. Los nimeros r
y p son los radios de las circunferencias circunscrita e inscrita, mientras que
Pas Po, Pe son los radios de las circunferencias exinscritas (la circunferencia
de centro p, es tangente a a y a las prolongaciones de b y ¢).

Cuando se hable de un cuadrilatero ABC D, se representaran los vértices
en el orden en el que se enuncian.

Z(a,b) representard el dngulo comprendido entre las lineas a y b.



Capitulo 1

Lugares (Geométricos

1.1. Lugares geométricos de puntos

a. El lugar geométrico de todos los puntos que
estan a una distancia dada de un punto dado es P
una circunferencia que tiene por centro al punto
dado y por radio a la distancia dada.

Esta es la definicion de circunferencia.

Corolario 1. El lugar geométrico de los extremos de
P segmentos tangentes de la misma longitud a una circun-
ferencia es otra circunferencia concéntrica a la primera.

En efecto, si el segmento de tangente tiene una lon-
gitud constante a, en la figura tendremos OP?* = OQ* =
OM? +MQ? =r?+ (%)2 = cte. Por tanto, P estd en una
circunferencia de centro O.

Corolario 2. El lugar geométrico de los puntos cuyo
par de tangentes comunes a una circunferencia forman
el mismo angulo es una circunferencia concéntrica a la
primera.

Ya que si las tangentes AB y AC forman un dngu-
lo constante a, el tridngulo OM A rectdngulo en M ten-
drd constantes el lado OM = r y el dngulo OAM = 3.
Por tanto también serd constante el lado OA y el punto
O estard en una circunferencia de centro O.




Corolario 3. El lugar geométrico de los centros de
todas las circunferencias de radio dado, tangentes a
una circunferencia dada, esta formado por dos circun-
ferencias concéntricas a la circunferencia dada, cuyos
radios son la suma y la diferencia de los radios dados.

Ya que si una circunferencia con centro C' y radio
r es tangente exteriormente a una circunferencia de
centro O y radio r, entonces OC' = R+1r = cte. Y
st una circunferencia con radio D es tangente interiormente a una circunfe-
rencia de centro O y radio R, entonces OD = R —r = cte.

b. El lugar geométrico de todos los puntos

que estan a una distancia dada de una recta ¢ D
dada esta formado por dos rectas, paralelas Hr
a la recta dada y situadas a la distancia dada —x B
de ellas.

St C' y D son puntos a distancia igual de la recta r, tendremos que C'A
y DB son ambos perpendiculares a AB, por lo que son paralelos e iguales,
siendo por tanto C'D paralelo a AB.

Corolario. El lugar geométrico de todos los triangulos equivalentes con la
misma base es una recta paralela a esa base; lo mismo para los tridangulos
con la misma altura.

C
’\ r
A D B

Enla figura es (ABC') = %AB-CD. Si AB es constante, también lo serda CD,
por lo que la distancia de C' a AB es constante.

c. El lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de
dos puntos dados es una recta perpendicular a la recta que une
los dos puntos y pasa por su punto medio.

d. El lugar geométrico de todos los puntos que equidistan
de dos rectas dadas esta formado por dos rectas perpendiculares
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entre si que bisecan los angulos comprendidos entre las dos rectas
dadas.

e. El lugar geométrico de todos los puntos tales que las rectas
que lo unen con los extremos de un segmento dado comprenden
un angulo dado, es un arco de circunferencia que tiene por cuerda
al segmento dado. Se le llama arco capaz del dngulo dado y se dice que
que el segmento se ve desde todos puntos del arco bajo un angulo dado.

Si un punto del arco cumple la propiedad en cuestién, también la cum-
pliran todos los demads, ya que todos los angulos inscritos en una circunfe-
rencia que abarcan el mismo arco son iguales. Si trazamos una recta que sea
tangente al arco en uno de los extremos del segmento (o cuerda), la recta
formara con la cuerda un angulo igual al angulo dado. Se deduce entonces la
construccion siguiente: por un extremo del segmento, trazamos una recta que
forme con él un angulo igual al angulo dado. Esta recta serd una tangente,
por lo que una perpendicular por el punto de contacto contendrd al centro
del arco buscado, que también estara en la mediatriz del segmento.

El arco es una semicircunferencia, cuando el angulo dado es recto.

Cuando no se sabe en qué lado de la linea dada debe encontrarse el punto
buscado, hay que construir dos arcos capaces del dngulo dado, uno por cada
lado de la linea. Los dos otros arcos, que completan las dos circunferencias,
corresponden al suplemento del angulo dado.

Si se trata del angulo que se extiende de una linea a otra y si se le da
signo, definiendo como positiva una de las dos direcciones de rotacién, el
lugar geométrico sera una circunferencia completa. Dados los puntos A y B,
el angulo comprendido desde la linea por A hasta la linea por B es igual al
angulo desde la tangente por A hasta AB.

Corolario 1. El lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas
trazadas por un punto dado es una circunferencia, ya que al unir los puntos
medios de las cuerdas con el centro de la circunferencia y con el punto dado
se forma un angulo recto.

Corolario 2. Consideramos los tridngulos ABC' inscritos en una circunfe-
rencia, con lado comin AB. El lugar geométrico de las circunferencias ins-
critas en estos triangulos es un arco de circunferencia que tiene a AB como
cuerda y al punto medio del arco AB como centro. El resto de la circunfe-
rencia es el lugar geométrico de las circunferencias exinscritas. Consideramos
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los tridngulos ABC inscritos en una circunferencia, con lado comiun AB. El
lugar geométrico de las circunferencias inscritas en estos tridngulos es un ar-
co de circunferencia que tiene a AB como cuerda y al punto medio del arco
AB como centro. El resto de la circunferencia es el lugar geométrico de las
circunferencias exinscritas. En efecto, de cada uno de los centros en cuestién
se vera el el segmento AB bajo dngulos iguales a 7 + %C Y5 %C’, asi que
AB se vera desde el punto medio del arco AB bajo un angulo igual a 7w — C.

f. El lugar geométrico de todos los puntos cuyas distancias a
dos puntos dados estén en una razon dada m : n es una circun-
ferencia.

Sean Ay B los puntos dados, P uno
de los puntos buscados. Tracemos las
bisectrices interiores y exteriores del

LZAPB, PC'y P(C. Tenemos

AC _ AG :@; /CPC, =2 A C B C
CB BC; n 2
Los puntos C'y 4 dividen entonces el segmento AB interiormente y exte-
riormente segin la razén dada y son los mismos para cualquier P. Como el
segmento C'CYy se ve desde el punto P bajo un angulo recto, el lugar geométri-
co de P serd (segin e) una circunferencia que tenga a C'Cy por didmetro.

Se dice que los puntos C'y C divi-
den armoénicamente en la razon m : n'y D
el problema se reduce entonces a éste:

Diwvidir armonicamente un segmen- / ~~~~~~~~~~

to dado en una razon dada. A (f/B C

Esta construccién se efecttia en la F
figura adjunta. En ella, AD y BFE son paralelos y estan en la razén dada.
BF esigual a BE. DF'y DFE cortan entonces a AB en los puntos buscados.

c es un caso particular de f en el que m = n.
g. El lugar geométrico de todos los puntos cuyas distancias
a dos rectas dadas estan en una razén dada m : n esta formado

por dos rectas que pasan por el punto de interseccion de las
rectas dadas.
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Sean OA y OB las rectas dadas. Si
un punto P cumple la propiedad reque-
rida, también la cumpliran todos los
puntos de la recta OP. Si P; es uno
de ellos, entonces tenemos

OPl_Alpl_Blpl
oP AP  BP

La recta buscada puede trazarse co-
nocido el punto, y éste puede determi-
narse facilmente con la ayuda de b tomando arbitrariamente ambas distancias
en la razén dada. La otra linea se trazara de la misma manera; se encuentra
en el suplemento de AOB. Estas cuatro lineas trazadas por O forman un haz
armonico. En efecto, la interseccion de ellas con cualquier recta seran cuatro
puntos armonicos.

d es un caso particular de g en el que m = n.

Corolario. Dadas dos rectas AB y CD, buscamos un punto P tal que
APAB y APCD estén en una razén dada; el lugar geométrico de P es el
mismo que el anterior, ya que la razon de las alturas es constante.

h. El lugar geométrico de los puntos, tales que los cuadrados
de las distancias a dos puntos dados es una constante a?, es una
recta perpendicular a la recta que une los dos puntos.

Sean A y B los puntos dados, P uno de

los puntos buscados y PD una perpendicu- P
lar a AB. Cualquier punto P; de PD cum-
plird la propiedad requerida, ya que =

AP} = AD* + P D?

BP} = BD* + P,D?

A D B

de donde P, B* — Py A* = BD? — AD? y también PB* -+ PA? = BD?* — AD*.
Construiremos un tridngulo rectdngulo donde uno de los lados sea a y
trazaremos circunferencias con centros A y B y radios respectivos la hipote-
nusa y el otro lado del triangulo. La recta buscada pasara por los puntos de
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interseccién de las dos circunferencias. Aqui hemos supuesto que P estd més
alejado de P que de A.

Corolario 1. El lugar geométrico de todos los puntos de donde son igua-
les las tangentes trazadas a dos circunferencias (o para los que son iguales
las potencias respecto de ambas circunferencias) es una recta perpendicu-
lar a la recta que une los centros (eje radical, eje de igual potencia de las
circunferencias); vemos facilmente en efecto que las distancias de los puntos
de los centros de las circunferencias deben ser tales que la diferencia de sus
cuadrados sea igual a diferencia de los cuadrados de los radios.

PB? — PA® = (PS* + TB?) — (PT? + SA%) = 1 — r{.

Cuando las circunferencias se cortan, el eje radical pasa por sus puntos
de intersecciéon. Los ejes radicales de tres circunferencias, consideradas dos a
dos, se cortaran en un punto, que se llama punto de igual potencia o centro
radical. Por ello, para hallar el eje radical de dos circunferencias que no se
cortan, podemos usar una circunferencia que las corte a las dos.

Corolario 2. El lugar geométrico de los centros de las circunferencias que
cortan a dos circunferencias dadas, cada una segin un didmetro, es una
recta perpendicular a la linea de centros y a la misma distancia de uno de
los centros que el eje radical lo esta del otro.
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En la figura, A es el centro de una circunferencia de radio ry = AC' y B
es una circunferencia de radio ro = BD. Si P es un punto que cumple la
condicién, es decir, es el centro de una circunferencia de radio r = PC = PD
que corta a las dos anteriores en dos diametros, tendremos

PA? — PB* = (PC* — AC?) — (PD? — BD*) =13 —r?,
es decir, el lugar geométrico de P es el eje radical de las circunferencias con

centros A y B y radios ry y 11 respectivamente.

Corolario 3. El lugar geométrico de los centros de las circunferencias que
cortan ortogonalmente a dos circunferencias dadas es la recta de igual poten-
cia de las dos circunferencias. (Dos circunferencias se cortan ortogonalmente
si las respectivas tangentes en el punto de interseccién son perpendiculares).
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En efecto, vemos que la situacion es idéntica a la del Corolario 1.

i. El lugar geométrico de los puntos tales que los cuadrados
de las distancias a dos puntos dados A y B tienen una suma
suma constante a®, es una circunferencia que tiene su centro en
el punto medio del segmento que une los puntos dados.

Sean A y B los puntos dados y P uno de los
puntos buscados. Trazamos la mediana PC, y
tenemos, como es sabido que

AP? + BP? = 2PC* + $AB?
6 PC? =1a® — 1AB%

Los puntos buscados estan por tanto a una
distancia constante de C. Para determinar so-
bre AB los puntos por los que pasa la circunfe-
rencia, hacemos en A, ZBAD = 45°. Trazamos
un arco con centro en B y radio a que corta a
AD en los puntos D y D;. Proyectando ortogonalmente D y D; sobre AB
obtenemos los puntos buscados E y E;, ya que

AE? + EB? = DE? + EB? = 2,
AE} + E\B* = D\FE} + E,B* = d’.
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k. El lugar geométrico de los puntos, cuyas distancias a dos
rectas dadas poseen una suma o diferencia dadas, es un sistema
de cuatro rectas.

Sean AB y AC' las rectas dadas, P uno de los puntos buscados tales que
PC + PE = a. Si ahora hacemos PD = PE; el lugar geométrico de D se
compondra de dos rectas, paralelas a AC' y a una distancia a de ella. Sean
BD y DB, estas rectas. Los puntos buscados deben estar ahora a igual
distancia de AE y de una de esas rectas; estardan entonces sobre una de las
cuatro rectas que bisecan los angulos en los puntos de interseccién B y Bj.

s,
.,
s,
.,
s,
.,
s,
.,
s,
.,
s,
.
o
.,
s,
.,
s,

Del mismo modo, se resuelve el problema cuando la diferencia debe ser a.
Un examen atento de la figura muestra que los cuatro segmentos limitados
BF, FB,, BiF\ y F1 B corresponden al caso donde la suma es a, mientras
que las porciones ilimitadas restantes corresponden a la diferencia.

Observacion. Si consideramos C' P positivo o negativo, segun que P esté a
un lado u otro de la recta dada AC; y al mismo tiempo,consideramos E P
positivo o negativo, segin que P esté a un lado u otro de AB, se tendra por
lugar geométrico una recta ilimitada; ya que se tiene respectivamente para
las cuatro rectas:

CP+FEP=a; CP—-EP=uq;
—CP+FEP=a; —CP+FEP=a.

Con ayuda de los lugares geométricos podemos resolver los problemas
siguientes; considerar individualmente cada una de las condiciones impuestas
al punto buscado. Obtener asi dos lugares geométricos para el punto
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

Ejemplos

Determinar un punto que esté a la misma distancia de tres puntos dados
(c).

Determinar un punto que esté a la misma distancia de tres rectas dadas (d).
Construir un tridngulo conociendo los tres lados (a).

Construir una circunferencia con un radio dado que pase por dos puntos
dados (a).

Construir una circunferencia con un radio dado que pase por un punto dado
y que sea tangente a una recta dada (ay b).

Construir una circunferencia con un radio dado que pase por un punto dado
y sea tangente a una circunferencia dada (a).

Construir una circunferencia con un radio dado que sea tangente a dos rectas
dadas (b).

Construir una circunferencia con un radio dado que sea tangente a una recta
dada y a una circunferencia dada (a y b).

Construir una circunferencia con un radio dado que sea tangente dos circun-
ferencias dadas (a).

Construir un tridangulo sabiendo a, hy y mq (ay b) .

Trazar, a una circunferencia dada, una tangente sobre la que una recta dada
determine un segmento dado (a, cor. 1).

Construir una circunferencia, que pasando por un punto dado, sea tangente
a una recta dada o a una circunferencia dada en un punto dado (c).

Determinar sobre una circunferencia un punto que esté a una distancia dada
de una recta dada (b).

Determinar sobre una recta dada un punto que esté a la misma distancia de
dos puntos dados (c).

Construir una circunferencia tangente a dos rectas paralelas y pasando por
un punto dado (d y a).

Desde un punto dado, trazar una tangente a una circunferencia dada (e).
Construir un tridngulo conociendo A, a y h, (e y b).
Construir un tridngulo conociendo A, a y m, (e y a).

Hallar un punto desde el que se ven dos segmentos dados bajo dos dangulos
dados (Problema de Pothenot) (e).

Construir un cuadrildtero inscribible, conociendo un angulo, un lado conti-
guo y las dos diagonales (e y a).
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.
36.

Construir un punto tal que las distancias a tres rectas dadas estén entre ellas
en razones dadas (g).

En un tridngulo, determinar un punto tal que las distancias a los tres vértices
estén entre ellos en unas razones dadas (f).

Por un punto dado, trazar una recta que corte a una circunferencia dada en
dos puntos, de tal manera que las distancias de los puntos de interseccion a
una recta dada sumen una cantidad dada.

Indicacion: Determinar el punto medio de la cuerda (a, cor. 1 y b).

Halla un punto de tal manera que las tangentes trazadas desde él a dos
circunferencias dadas tengan longitudes dadas (a, cor. 1).

Determinar un punto desde el que se vean dos circunferencias dadas bajo
dos dngulos dados (a, cor. 2).

En un tridngulo dado, inscribir un tridngulo isésceles de altura dada, de
manera que su base sea paralela a uno de los lados (b y c).

Trazar una circunferencia cuyo centro esté sobre una recta dada y cuya
periferia esté a distancias dadas de dos rectas dadas (k).

Construir un tridangulo conociendo A, w, y p (d, by 16).

Construir un cuadrilatero inscribible, conociendo AB, BC', AC y el angulo
formado por las diagonales (3 y 1).

Construir un punto tal que las tangentes trazadas desde él a tres circunfe-
rencias dadas sean de la misma longitud (h, cor. 1).

Construir un tridngulo conociendo 4, a y b* + ¢? (e y i).

En un triangulo dado, encontrar un punto tal que las lineas que lo unen con
los vértices, dividen el triangulo en tres tridngulos equivalentes.

Indicacion: Sea ABC el triangulo, O el punto buscado. Si AAOB y ANAOC
son equivalentes, el lugar geométrico de O es una recta que pasa por A.
Como la mediana divide al tridngulo en dos partes equivalentes, el punto
medio de BC debe ser un punto del lugar; por tanto, el lugar debe ser esa
mediana. El punto buscado es, por tanto, el punto de interseccién de las
medianas.

En un tridngulo dado, inscribir un triangulo donde dos de los lados son
dados, y de tal manera que uno de sus vértices sea un punto dado (a).

Construir una circunferencia que sea tangente interiormente a tres circunfe-
rencias iguales dadas (1).

Construir un triangulo, conociendo a, hy y h. (e y a).

Determinar un punto cuya distancia al vértice de un dngulo esté dada y las
distancias a los lados del dngulo estén segiin una razén dada (ay g).
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37.
38.
39.

40.

41.
42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

92.

Construir un tridngulo, conociendo a, A y b*> — ¢? (e y h).
Construir un tridngulo, conociendo a, h, y b* + 2 (e e i).

Construir un tridngulo rectangulo, conociendo la altura relativa a la hipote-
nusa, dos puntos de la hipotenusa y un punto de cada uno de los lados (b y
e).

Circunscribir un cuadrado a un tridngulo equilatero, de manera que las dos
figuras tengan un vértice comun.

Indicacion: Tratar de encontrar el vértice opuesto del cuadrado (e y c).

Construir un tridngulo, conociendo a, A y p (e, cor. 2).

Cortar un segmento dado en dos partes que tengan por media proporcional
un segmento dado (e y b).

Dado un tridngulo rectangulo, construir una circunferencia tangente a la
hipotenusa, que pase por el vértice del angulo recto y tenga su centro sobre
uno de los lados (c).

Dadas dos rectas paralelas, un punto A en una de ellas y otro punto O en
cualquier lugar fuera, trazar por O una recta que corte en X a la paralela
pasando por A y en Y a la otra paralela, de manera que AX = AY.
Indicacion: Tratar de determinar el punto medio de XY

Determinar un punto desde el que se vean bajo el mismo angulo tres seg-
mentos AB, BC'y C'D de una misma recta dada (f).

En un triangulo, determinar un punto desde el que los tres lados parezcan
lo mismo de grandes (se vean con el mismo angulo) (e).

Determinar un punto desde el que se vean del mismo tamano tres circunfe-
rencias dadas.

Indicacion: Las distancias del punto a los centros de las circunferencias de-
ben estar entre ellas en razén de los radios; encontrar entonces el punto por
medio de f.

Construir un tridngulo conociendo a, hy y b: ¢ (b y f).

En un cuadrilatero dado, encontrar un punto tal que las distancias a los de
los lados opuestos tengan una suma dada y las distancias a los otros estén
en una razén dada.

Sobre una circunferencia dada, encontrar un punto tal que la suma de las
distancias a dos rectas dadas sea minima (k).

Construir una circunferencia que corte perpendicularmente a tres circunfe-
rencias dadas (h, cor. 3).

Construir una circunferencia que corte a tres circunferencias dadas seguin los
didmetros (h, cor. 2).
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53.

o4.

55.

Inscribir un tridngulo rectangulo en una circunferencia dada de manera que
cada uno de los lados pase por un punto dado (e).

En una circunferencia dada, inscribir un tridngulo rectangulo, conociendo
un angulo agudo y un punto de uno de los lados (e).

Dadas dos bolas sobre el mismo diametro de un billar circular, determinar
como debemos lanzar una de ellas para que, después de rebotar, se encuentre
con la otra (f).
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Parte 11

Soluciones
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1. Determinar un punto que esté a la misma distancia
de tres puntos dados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION
A Lugar 1
. ' B
Lugar 2
C

CONSTRUCCION: Sean A, B y C' los puntos dados.

1. El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A y B es la me-
diatriz del segmento AB.

2. El lugar geométrico de los puntos que equidistan de B y C' es la me-
diatriz del segmento BC.

El punto de intersecciéon de ambas rectas nos da el punto buscado O.

D1scuUsiON: El punto O no existird cuando los tres puntos dados estén ali-
neados, ya que las mediatrices seran rectas paralelas.
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2. Determinar un punto que esté a la misma distancia
de tres rectas dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

-

Lugar 1 —"R

CONSTRUCCION: Sean r, s y t las tres rectas dadas. El lugar geométrico de
los puntos que equidistan de la recta r y la recta s estd formado por las
bisectrices de los angulos formados por dichas rectas.

Trazamos las bisectrices de los angulos formados por las rectas, dos a dos.
Los puntos de interseccion de bisectrices de los tres pares de angulos seran
las soluciones del problema.

D1ScUSION: Sabemos que el lugar geométrico de todos los puntos que equi-
distan de dos rectas esta formado por dos rectas perpendiculares entre si que
bisecan los angulos comprendidos entre las dos rectas.

En el caso mas general de que las tres rectas dadas formen tridngulo,
al trazar las bisectrices interiores e exteriores de los angulos formados por
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dichas rectas, obtendremos cuatro puntos comunes a bisectrices de los tres
angulos, que son las cuatro soluciones del problema propuesto.

Cuando dos de las rectas sean paralelas y la otra sea secante a ellas, existen
dos soluciones, y si las rectas son tres paralelas, no hay ninguna solucién.

Lugar 1\\ -
\ r -
e -
7 \ S
/
R
_— / \
— \ t
\
\

Por 1ltimo, en el caso de que las tres rectas se corten en un punto, dicho
punto es la tnica soluciéon del problema.
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3. Construir un tridngulo conociendo los tres lados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

Lugar1 —

\ / /

\ Lugar 2\/// 4

_—

CONSTRUCCION: Sean a, by c los tres lados del tridngulo ABC buscado. En
primer lugar, construimos un segmento BC' de longitud a. El vértice A es-
tard en la circunferencia de centro B y radio ¢ (Lugar 1) y en la circunferencia
de centro C'y radio b (Lugar 2). La interseccién de las dos circunferencias
daran la solucién del problema.

EXACTITUD: Por construccién es BC' = a, y si el punto A estd en la circun-
ferencia de centro B y radio ¢ y en la circunferencia de centro C' y radio b,
tendremos CA=by AB = c.

ANALISIS: Para que el problema tenga solucién es necesario que cada lado
sea estrictamente menor que la suma de los otros dos.
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4. Construir una circunferencia con un radio dado que
pase por dos puntos dados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean r el radio dado y A y B los puntos dados. El centro
de la circunferencia buscada tiene que distar r tanto de A como de B asi que
estara en las circunferencias con centros A y B y radio r. Entonces, para hallar
el centro de la circunferencia buscada, bastara trazar las circunferencias con
centros Ay B y radio r.

ExactiTuD: Como los puntos P y @) estan en las circunferencias con cen-
tros Ay B, y radio r, tendremos PA = PB = QA = QB = r, estando
reciprocamente A y B en las circunferencias de centros P y @), y radio r.

ANALISIS: Si AB < 2r, las dos circunferencias se cortaran como muestra la
figura en dos puntos P y @, soluciones del problema propuesto.

Si AB = 2r, las circunferencias de centros A y B son tangentes en un
punto, tnica solucién del problema en este caso.

Por ultimo, si AB > 2r el problema no tiene solucién.
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9. Construir una circunferencia con un radio dado que

pase por un punto dado y que sea tangente a una recta
dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

Construccion: Sean r, A y m, respectivamente, el radio, el punto y la
recta tangente dadas. El centro de la circunferencia buscada debe estar en
una de las dos rectas paralelas que distan r de la recta m. También debe
estar en una circunferencia de centro y radio r.

ExAcTiTuD: Si P y () son, como se muestra en la figura, los puntos de
interseccion, estos puntos estan a distancia r de la recta m, por estar en
las mencionadas rectas paralelas, y también estdn a distancia r del punto
A por estar en la circunferencia con centro A. Por tanto, las circunferencia
con centro cualquiera de los puntos P y ) y radio r serd tangente a m y
pasara por A.

ANALISIS: Si el punto A estd en la recta m, hay dos soluciones del problema,
dos circunferencias simétricas una de la otra respecto de m, con centro en las
paralelas y punto de tangencia en A con la recta m.
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Si la distancia d del punto A a la recta m es tal que 0 < d < 2r, habra dos
circunferencias solucién como las que muestra la figura.

Finalmente, si d = 2r, s6lo hay una solucion, y si d > 27, no hay ninguna.
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6. Construir una circunferencia con un radio dado que
pase por un punto dado y sea tangente a una circunfe-
rencia dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

Sean r, A y k el radio, el punto y la circunferencia tangente dados. Su-
pongamos que k tiene centro O y radio R.

CoNSTRUCCION: El centro de la circunferencia buscada debera estar en los
siguientes lugares geométricos:

1. La circunferencia con centro A y radio r.
2. Las circunferencias concéntricas a k con radios R+ry R —r.

Por tanto, el centro de la circunferencia buscada se obtendra como intersec-
cion de estos lugares geométricos.

ExAcTITUD: Por estar los puntos de interseccién en las circunferencias con-
céntricas, las circunferencias con centro dichos puntos y radio r seran tan-
gentes a la circunferencia dada. Por estar los puntos de interseccién en la
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circunferencia con centro el punto dado y radio r, las circunferencias con
centro dichos puntos y radio r pasaran por el punto dado.

ANALISIS: Si la circunferencia solucién corta a las circunferencias concéntri-

cas, lo hard tangencialmente en un punto a cada una de ellas, por lo que
obtendremos un nimero méaximo de dos soluciones.

La figura muestra el caso concreto de que el punto R = r y A estd a
distancia 3r del centro de la circunferencia k. Vemos que una de las circun-
ferencias circunscritas se reduce a un punto y que la otra es tangente a la
circunferencia con centro A, resultando una tnica solucién.

_—— Lugar 2

O\
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7. Construir una circunferencia con un radio dado que
sea tangente a dos rectas dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Para que la circunferencia sea tangente a una de las rectas,
su centro debe estar en una de las dos rectas paralelas a ella que hay a
distancia r. Los puntos de interseccion de las paralelas correspondientes a las
dos rectas seran los centros de las circunferencias buscadas.

ExAcTiTuD: Los puntos de interseccion, por estar en las paralelas a distancia
r de ambas rectas seran tangentes a ellas.

ANALIsIS: Cuando las rectas dadas son secantes, como en la figura, hay cuatro
soluciones.

Si las rectas dadas son paralelas, pueden darse dos casos:

1. Si la distancia entre ellas es exactamente 2r, hay infinitas soluciones:
el centro de la circunferencia buscada puede ser cualquier punto que
esté en la recta paralela a ambas que esta a una distancia r de ambas.

2. Si la distancia entre las rectas no es 2r, el problema no tiene solucion.
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8. Construir una circunferencia con un radio dado que
sea tangente a una recta dada y a una circunferencia
dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean r, m y k el radio, la circunferencia tangente y la
circunferencia dados. Sea R el radio de la circunferencia k. Los centros de las
circunferencias solucién deberan estar en dos lugares geométricos:

1. Las rectas paralelas a m que estan a distancia r de ella.

2. Las circunferencias concéntricas a k con radios R+ry R —r.

ExAcTITUD: Por estar los puntos de interseccién en las circunferencias con-
céntricas, las circunferencias con centro dichos puntos y radio r seran tan-
gentes a la circunferencia dada. Por estar los puntos de interseccion en las
rectas paralelas, las circunferencias con centro dichos puntos y radio r seran
tangentes a la recta dada.

ANALISIS: La figura de arriba muestra el caso en el que se produce el niimero
maximo de ocho soluciones. Varias de estas soluciones pueden confundirse
en una sola o no existir, por lo que el niimero de soluciones del problema
variara entre 0 y 8.
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9. Construir una circunferencia con un radio dado que
sea tangente dos circunferencias dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean r el radio dado y k, k' las circunferencias, de radios
R, R'. Los centros de las circunferencias de radio r que son tangentes a k
deben estar en las circunferencias concéntricas a k con radios R+ry R —r.
Andlogamente para la circunferencia k’. Los centros de las circunferencias
buscadas seran los puntos comunes a dos circunferencias concéntricas res-
pectivamente a k y k'

ExXACTITUD: Por estar los centros de las circunferencias en las circunferencias
concéntricas a las dadas, seran tangentes a dichas circunferencias.

ANALISIS: Como en el problema anterior, puede que algunas de las soluciones
se coincidan con otras o no existan, pudiendo tener entonces el problema
desde ninguna hasta ocho soluciones.
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10. Construir un tridngulo sabiendo a, h, y m,.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION
A
a
ha
m, B M C

Lugar 1

ConNsSTRUCCION: Comenzamos obtener un segmento BC' de longitud a. El
vértice A estara en dos lugares geométricos:

1. Las rectas paralelas al segmento BC' que estan a distancia h, de él.

2. La circunferencia que tiene por centro el punto medio M del segmento
BC' y radio m,.

EXACTITUD: Por estar el punto A en una paralela a BC' que dista h, de ella,
la distancia de A a BC' es h,. Por estar el punto A en la circunferencia de
centro M y radio my, la distancia AM es m,,.

ANALISIS: Para cada segmento BC' = a habra cuatro soluciones, dos o nin-
guna, dependiendo de que h, < mg, hy = m, 0 hy > m,, respectivamente.
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11. Trazar, a una circunferencia dada, una tangen-
te sobre la que una recta dada determine un segmento
dado.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean k, m y a la circunferencia, la recta y el segmento
dados. Sean O y r centro y el radio de la circunferencia k. Los puntos P
para los que el segmento de tangente desde P hasta la circunferencia miden
a deben estar deben estar en una circunferencia de radio h = Va2 + r2,
ya que el tridngulo OM P sera rectangulo. Entonces, trazamos un triangulo
rectangulo de catetos a y r. Con centro O y radio la hipotenusa h de este
triangulo trazamos una circunferencia, que cortard a la recta dada en los
puntos desde los que debemos trazar la recta tangente a la circunferencia.

ExacTiTuD: Al trazar desde los puntos hallados tangentes a la circunferencia
dada y unir el punto de tangencia con el centro O, se formara un triangulo
rectangulo idéntico al usado en la construccion.

ANALISIS: La circunferencia con centro O y radio h cortard a la recta dada m
en dos puntos, uno o ninguno. Entonces, podremos trazar la recta tangente
de cuatro formas, dos o ninguna.
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12. Construir una circunferencia, que pasando por
un punto dado, sea tangente a una recta dada o a una
circunferencia dada en un punto dado.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: En el primer caso, queremos trazar una circunferencia que
pasa por el punto A y es tangente a la recta m en el punto T'. El centro O
de la circunferencia buscada estard, por un lado en la perpendicular a m por
T, y por otro en la mediatriz del segmento AT

Lugar 2

T \Lugar 2

En el segundo caso, queremos trazar una circunferencia que pasa por el
punto A y es tangente a la circunferencia k en el punto T'. Para ello, trazamos
la recta que une el centro de k con Ty la mediatriz del segmento AT'. Ambas
rectas se cortaran en el centro O de la circunferencia buscada.

ExXAcTIiTUD: En ambos casos, por estar O en la mediatriz del segmento
AT, O equidista de Ay T'. En el primero, m es la tangente en 1" por ser OT
perpendicular a m. En el segundo caso, las dos circunferencias son tangentes,
por estar alineado el punto 7" con los centros de las dos circunferencias.

ANALISIS: En el primer caso, si el punto A pertenece a la recta m, la media-
triz de AT y la perpendicular a m por T seran rectas paralelas, no existiendo
su punto de interseccién O y entonces el problema carece de solucién. Anélo-
gamente, en el segundo caso, tampoco hay solucion el punto A estd en la
tangente a k por el punto 7.
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13. Determinar sobre una circunferencia un punto
que esté a una distancia dada de una recta dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean k, d y m la circunferencia, la distancia y la recta dadas.
Trazamos dos paralelas a m que distan d de ella. Los puntos de interseccion
de estas paralelas con la circunferencia son las soluciones del problema.

ExAcTITUD: Por estar en las rectas paralelas, los puntos hallados, que per-
tenecen a la circunferencia, estan a una distancia d de m.

ANALISIS: La interseccién de cada recta paralela con la circunferencia dada
puede estar formada por dos puntos, uno o ninguno. En total puede haber,
como maximo cuatro soluciones. También puede haber cero, una dos o tres
soluciones.
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14. Determinar sobre una recta dada un punto que
esté a la misma distancia de dos puntos dados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean A y B los puntos dados y sea m la recta dada. El
punto buscado debera estar en la mediatriz del segmento AB y en la recta
dada.

ExAcTiTUD: Por estar en la mediatriz, el punto hallado estd a la misma
distancia de los dos puntos dados.

ANALISIS: El problema tendrd infinitas soluciones si los dos puntos dados A
y B son simétricos respecto de la recta dada. En ese caso, la mediatriz de AB
es la recta dada y cualquier punto de la misma es solucion del problema. Si
los puntos estan en una perpendicular a la recta dada y no estamos en el caso
anterior, la mediatriz correspondiente y la recta dada seran rectas paralelas,
y el problema no tendra solucién. En los demaés casos, la solucion sera tinica.
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15. Construir una circunferencia tangente a dos rec-
tas paralelas y pasando por un punto dado.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean m, n y A las dos rectas paralelas y el punto dados.
El centro de la circunferencia buscada debera estar en una recta paralela a
my n a la misma distancia (llamémosle d) de ambas. También deberd estar
en la circunferencia con centro A y radio d.

ExacTIiTuD: Los puntos hallados P y () estan en la circunferencia de centro
A y radio d, por lo que A estara en las circunferencias de centros Py @ y
radio d. Las circunferencias seran tangentes a las rectas paralelas dadas, pues
en ambos casos la distancia del centro a la recta es d.

ANALISIS: El problema no tendra solucién si el punto dado estd por el mismo
lado de las dos rectas. Tendra una solucion si esta sobre una de las dos rectas
y dos soluciones si esta en la regién comprendida entre las dos rectas.
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16. Desde un punto dado, trazar una tangente a una
circunferencia dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

Lugar 1

CONSTRUCCION: Sean A el punto dado, y k la circunferencia dada con centro
O. Si P es el punto de tangencia de una tangente a la circunferencia k trazada
desde A, el angulo OPA es recto, por lo que P estara en una circunferencia

de didmetro OA.

ExXAcTITUD: Desde todos los puntos de esta circunferencia de diametro O A,
éste se ve OA bajo un angulo recto. Los segmentos AP y A(Q) seran perpen-
diculares a los radios OP y OQ), respectivamente.

ANALISIS: El problema tiene dos soluciones siempre el punto A sea exterior
a la circunferencia. En el caso limite de que el punto A esté sobre la circunfe-
rencia, las dos soluciones se confunden en una sola. Si el punto A es interior
a la circunferencia, el problema no tiene solucion.
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17. Construir un tridngulo conociendo A, a y h,.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

A
A N

ha Lugar 2

CONSTRUCCION: Situamos en un lugar cualquiera un segmento BC' de lon-
gitud a. El vértice A estara en dos lugares geométricos:

1. El arco capaz del segmento BC' para el angulo A.

2. Las rectas paralelas a BC' a distancia h,,.

ExacTIiTUD: Los puntos de intersecciéon de los dos lugares geométricos ser-
viran como vértices A del tridngulo buscado.

ANALISIS: . Teniendo en cuenta los dos arcos capaces y las dos rectas paralelas
al lado BC' podremos construir hasta cuatro puntos soluciéon del problema
para cada lado BC', aunque los tridngulos resultantes seran todos iguales.
Puede ser que los arcos capaces y las rectas paralelas no tengan interseccién
0 que ésta se reduzca a un punto por cada lado cuando sean tangentes. Es
facil ver que esto ultimo ocurrira cuando

ho_ 14+ cosA
“ 2sen A
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18. Construir un tridngulo conociendo A, a y m,.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

, AL \\\
A / \‘ \\
/ \ Lugar 2
| |
a /B M

CONSTRUCCION: Situamos en un lugar cualquiera un segmento BC' de lon-
gitud a. El vértice A estara en dos lugares geométricos:

1. Los arcos capaces del del segmento BC para el angulo A.

2. La circunferencia con centro el punto medio M del segmento BC' y
radio my,.

ExAcTiTuD: Los puntos de interseccién de los dos lugares geométricos ser-
viran como vértices A del tridngulo buscado.

ANALISIS: . La interseccién de los dos arcos capaces y con la circunferencia
con centro M y radio m, puede ser de hasta cuatro puntos, aunque como
el problema precedente, los triangulos resultantes seran todos iguales. Los
cuatro puntos pueden reducirse a dos en el caso de que la circunferencia con
centro M y radio m, sea tangente a los arcos capaces. También puede darse
el caso de que no haya puntos comunes y por tanto el problema no tenga
solucion. El caso en que haya exactamente dos soluciones ocurriréd cuando

14 cosA
My = —————
2sen A
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19. Hallar un punto desde el que se ven dos segmentos
dados bajo dos angulos dados (Problema de Pothenot).

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de

Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Bastara construir los arcos capaces de los segmentos con
los angulos correspondientes. Cualquier punto de intersecciéon de dichos arcos
sera una solucion.

ExaAcTiTuD: Desde los puntos pertenecientes a cada arco capaz se ve uno de
los segmentos bajo el angulo correspondiente. Los puntos comunes a los dos
arcos capaces cumpliran lo mismo para los dos segmentos.

ANALISIS: Cada uno de los dos arcos capaces correspondientes a un segmento
cortard a cada uno de los arcos capaces del otro segmento. Habra, como
maximo ocho soluciones, caso que muestra la figura:

Lugar 2 7
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20. Construir un cuadrildtero inscribible, conociendo
un angulo, un lado contiguo y las dos diagonales.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que B y AB son el angulo y el
lado contiguo conocidos, y que las diagonales son AC'y BD.

AB
AC
BD

CONSTRUCCION: Sobre un segmento AC' construiremos el arco capaz del
angulo B (Lugar 1). Para simplificar sélo trazamos uno de los dos arcos
capaces. Trazamos la circunferencia de centro A y radio AB (Lugar 2). La
interseccién de estos dos lugares nos da el punto B. Ahora trazamos la cir-
cunferencia con centro B y radio BD. La interseccion de esta circunferencia
con la circunferencia circunscrita a ABC nos da el cuarto punto D.

ANALISIS: Una vez fijado el segmento AC'y descrito el arco capaz del dngulo
B, para que la circunferencia con centro A y radio AB tenga interseccion con
este arco capaz es necesario que
AB < AC - (1 —|—cosB).

2sen B
Ahora, para que el problema tenga solucién, BD debe variar en un inter-

valo de manera que la circunferencia con centro B y radio BD corten a la
circunferencia ABC por el lado contrario de donde se encuentra B.
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21. Construir un punto tal que las distancias a tres
rectas dadas estén entre ellas en razones dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Partimos de las rectas r, s y t. El lugar geométrico de los
puntos cuyas distancias a las rectas r y s estan en la proporcién a : b esta for-
mado por dos rectas (en color verde claro en la figura), rectas que pasan por
el punto de interseccion de r y s. De igual forma obtenemos lugares geométri-
cos correspondientes para las rectas s,t y r,t. Los puntos de interseccién de
los tres lugares dan la solucién del problema.

ANALISIS: Cuando las tres rectas dadas se cortan dos a dos, o cuando dos de
las rectas son paralelas y la otra es secante a ellas, la solucién estara formada
por cuatro puntos, como los puntos P, @), Ry S de la figura.

Analicemos con detalle el caso de que las tres rectas sean paralelas. Sean
r, s y t tres rectas paralelas, siendo a y b las distancias de la primera a la
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segunda y de la segunda a la tercera, respectivamente. Queremos hallar los
puntos tales que las distancias a las tres rectas estan en la razén m : n : q. Si
suponemos las rectas con ecuaciones y = 0, y = a e y = a + b, la condicion
se expresa con las ecuaciones

y | m y—a n
y—a| n' |y—(a+b)| ¢
cuyas soluciones son, respectivamente:
_am _ (a+b)n=*aq
yl,Q—min7 Ysa = ntq .

En general, esto da lugar a cuatro rectas paralelas distintas, no habiendo

solucién para el problema. Pero puede ocurrir que una de las rectas del primer

par coincida con una de las rectas del segundo par y entonces el problema

tendra infinitas soluciones. Puede comprobarse que esto ocurre cuando
mb+n(a+b _ mb —n(a+0b

:#,oblenq:| ( )|,

a a

q

0, de una forma mas compacta, cuando mb + n(a + b) £ ag = 0.

La figura siguiente muestra el caso en que a : b = 3 : 2. Por ejemplo,
para m : n = 1 : 3, usando la primera de estas férmulas obtenemos ¢ = 137,
resultando que el problema de hallar los puntos cuyas distancias a las rectas
r, s y t estan en las razones 1 : 3 : %7, 0 3:9:17, tiene infinitas soluciones.

t

S SN g o
soluciones

:
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22 En un tridngulo, determinar un punto tal que las
distancias a los tres vértices estén entre ellos en unas
razones dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: El lugar geométrico de los puntos P cuyas distancias a los
puntos A y B estan en la razén m : n es una circunferencia con didmetro K H,
siendo K y H los centros de homotecia de dos circunferencias, una centrada
en A con radio m y otra centrada en B con radio n. A esta circunferencia la
llamaremos circunferencia de Apolonio para A, B,m : n.

La figura siguiente muestra como construir la circunferencia de Apolonio:

En efecto, siendo P un punto que cumple la propiedad tendremos

PA m AK AH

PB n BK BH’
que implica que K y H son los puntos de corte con la recta AB de las
bisectrices interior y exterior del angulo AP B, por lo que tendremos el angulo
APB es recto, es decir P esta en la circunferencia de diametro K H.

Si queremos hallar un punto P tal que distancias a los puntos A, B
y C estén en las razones m : n : ¢, el problema se reduce a trazar las
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circunferencias de Apolonio para A,B,m :n, B,C,n:qy A,C,m : q. Los

puntos de interseccién de las tres circunferencias nos dardan la solucion del
problema.

m n q
u
A B
C
Teniendo en cuenta que, por ejemplo,
PA m PB PA m

n
—_— e —— = — = —— = —
PB n'PC ¢ PC ¢’

deducimos que que si un punto pertenece a dos de las tres circunferencias

también pertenece a la tercera. Por tanto, podrd haber dos, una o ninguna
solucion.
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Eje radical

Esta figura muestra el caso en el que no hay ninguna solucién. Observamos
también que, como ocurre en general, los centros de las tres circunferencias
estan alineados y, ademads, las circunferencias son coaxiales, es decir, tienen
el mismo eje radical.

Nos proponemos ahora, con ayuda del programa de calculo simbdlico
Mathematica, encontrar alguna condicion simple sobre los lados a,b,c de
un triangulo y los niimeros positivos m,n,q tales el problema tenga dos
soluciones, una o ninguna. Lo primero que hacemos es escribir la ecuacion la
circunferencia de Apolonio para los puntos A y B y la razéon m : n.

ecuapolofa_, b_, m, n_] :=
Expand[n? (x -a[ll)?+n? (y -a[2])? - nf (x -b[11)* - nf (y - b[2])?1;

El siguiente paso es asignar coordenadas a los puntos A, By C, y pedir a

Mathematica que calcule los puntos de interseccién de las tres circunferencias

de Apolonio:
a={0, 0}; b={w 0}; c={u, v};
Sinmplify[Sol ve[{
ecuapolo[a, b, m n] =0,
ecuapol o[b, ¢, n, q] =0,
ecuapolo[a, ¢, m q] =0}, {X, y}]]

El resultado es absolutamente descomunal y no lo reproducimos aqui,
pero sabemos que se trata de las soluciones de una ecuacién de segundo
grado, asi que por ahora nos fijaremos en el discriminante y trataremos de
encontrar las condiciones en las que se anulara. Dicho discriminante es de la
forma (m? — n?)%v?A, siendo
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A =-nf (U2+v2-2uw+w?)? - (n? (U2 +V?) -qzwz)2 +
2nf (U2 +v2 -2uw+WwW) (n? (U2 +Vv?) + g2 W);
Comoquiera que al intentar factorizar esta expresién no obtenemos ningtin
resultado, probamos a expresarlo en términos de los lados a, b y ¢ del tridangu-

lo, en lugar de las coordenadas u, v, w.
Clear[a, b, c]
Elimnate[{a=0, u?+v2=b2% (w-u)?2+v2==a% c=w}, {u v, w}]

c? (-2a’n?-2b?n?) g®>+c*qg* = -a*nf +2a%b?nf n? - b*n*
Ahora probamos a factorizar esta expresion, llegando a un resultado acep-
table:
Factor [c? (-2a’nf-2b%2n?) g?+c*q*- (-a*nf +2a2b?n? n? -b*n?%)]
(am-bn-cq) (am+bn-cq) (am-bn+cq) (am+bn+cq)

Resumiendo, hemos descubierto que el discriminante de la ecuacion de
segundo grado que da las soluciones del problema es

2

(m? — n?)*v?(bn + cq — am)(am + cq — bn)(am + bn — cq)(am + bn + cq).

En el caso de que m # n, podemos considerar los siguientes casos:

1. Si los segmentos de longitudes am, bn y cq forman tridngulo, el discri-
minante serd positivo y el problema tendra dos soluciones.

2. Si alguna de las cantidades am, bn y cq es mayor que la suma de las
otras dos, el discriminante es negativo y el problema no tiene ninguna
solucion.

3. Finalmente, si alguna de las tres cantidades es igual a la suma de las
otras dos, el problema tendra solucién unica.

Aunque pareciera que en caso m = n, el discriminante va a anularse y
por tanto sélo va a haber una solucion, puede comprobarse que en este caso
la circunferencia de Apolonio de A, B, m : n va a degenerar en una recta, y
el discriminante de la ecuacion se reduciré al producto (bm + cq — am)(am +
cq — bm)(am + bm — cq)(am + bm + ¢q), pudiendo haber también dos, una o
ninguna solucién de la misma forma que en el caso m # n.
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23. Por un punto dado, trazar una recta que corte a
una circunferencia dada en dos puntos, de tal manera
que las distancias de los puntos de interseccién a una
recta dada sumen una cantidad dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean A, m, k y s el punto, la recta, la circunferencia (con
centro O) y la suma dados. Siendo s la suma de las distancias de los extre-
mos de la cuerda a la recta m, serd 3 la distancia de la recta m al punto
medio M de dicha cuerda. Por otro lado, el punto medio M de la cuerda
deberd estar en la circunferencia con diametro OA, ya que AM y OM deben
ser perpendiculares.

En consecuencia, los posibles M, puntos medios de las cuerdas buscadas
deberan ser estar en la interseccién de dos lugares geométricos:

1. Rectas paralelas a m, a distancia £ de ella.

2. Circunferencia con didmetro OA.
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DiScUSION: En el ejemplo mostrado en la figura anterior, vemos que la inter-
seccion de los dos lugares geométricos esta formada por dos puntos, aunque
uno solo de ellos esta en el circulo circunferencia, dando lugar a una tnica
solucion.

Puede ocurrir, como se ve en la figura siguiente, que aunque el punto M
esté en el interior del circulo, no se satisfaga la condicién requerida. En lugar
de sumar s las distancias desde los extremos P y () a la recta m, la diferencia
de dichas distancias es s.

Incluso aunque sean cuatro los puntos de interseccién de dos lugares
geométricos que caen dentro del circulo, puede que ninguno de ellos dé una
solucion del problema:




Esta figura muestra un caso con dos soluciones del problema

m

CREO QUE NO PUEDE HABER MAS DE DOS SOLUCIONES DEL
PROBLEMA.
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24 Halla un punto de tal manera que las tangentes
trazadas desde él a dos circunferencias dadas tengan
longitudes dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacién a mds de 400 problemas.

SOLUCION
CoONSTRUCCION: Usaremos que el lugar geométrico de los extremos de seg-

mentos tangentes de la misma longitud a una circunferencia es otra circun-
ferencia concéntrica a la primera.

Sean a y b las longitudes dadas. Por un punto cualquiera cada circunferen-
cia trazamos un segmento de tangente, con longitud 2a y 2b respectivamente.
Ahora trazamos las circunferencias concéntricas a las dadas que tienen a los
segmentos por cuerda. La interseccién de las dos circunferencias nos daran
las soluciones del problema.

DI1ScUSION: Por obtenerse las soluciones como interseccién de dos circunfe-
rencias, puede haber dos soluciones, una o ninguna. Puede comprobarse que
hay solucion unica cuando

&> =a*+b"+r]+75 £ 2\/a2b2 + b2} + a?r} + rir3,

siendo d la distancia entre los centros y 71,79 los radios de la primera y
segunda circunferencia. Si d esta entre los dos valores, hay dos soluciones, y
en otro caso, no hay solucion.
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295. Determinar un punto desde el que se vean dos
circunferencias dadas bajo dos angulos dados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de

Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: El lugar geométrico de los puntos cuyo par de tangentes
comunes a una circunferencia forman el mismo angulo es una circunferencia
concéntrica a la primera.

/
/

DIScUSION: Al obtenerse las soluciones como interseccién de dos circunfe-
rencias, puede haber dos, una o ninguna soluciéon. Puede comprobarse que
hay solucion tnica cuando d toma alguno de los valores

|ro sen v + 71 sen 3|

sen acsen [3

Cuando d varia entre estos dos niimeros hay dos soluciones y en otro caso no
hay ninguna solucién.
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26. En un tridngulo dado, inscribir un tridngulo isés-
celes de altura dada, de manera que su base sea paralela
a uno de los lados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean ABC y h el tridngulo y la altura dadas. Vamos a
obtener el triangulo tal como lo pide el enunciado, con la base paralela al
lado AC. De igual forma se efectuaria la construcciéon con la base paralela a
otro lado.

C

Como la base debe ser paralela al lado AC' y la altura h es dada, la base
debe estar contenida en una recta paralela a AC' distante h de ella (Lugarl).
Una vez determinada la base del triangulo isésceles, el vértice opuesto debe
estar en la mediatriz de dicha base (Lugar 2). La interseccién de este segundo
lugar con el lado AC nos da el tercer vértice del triangulo buscado.

DISCUSION: Habré una solucién para cada lado del tridngulo ABC', siempre
que la altura h dada no supere a la altura del triangulo ABC' cuando se
considere como base ese lado.
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27. Trazar una circunferencia cuyo centro esté sobre
una recta dada y cuya periferia esté a distancias dadas
de dos rectas dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

Petersen sugiere que usemos que el lugar geométrico de los puntos, cuyas
distancias a dos rectas dadas poseen una suma o diferencia dadas, es un
sistema de cuatro rectas. Sea k la circunferencia buscada, con centro O y
radio R. Sean r la recta que debe contener a O, y s,t las rectas de las que la
periferia k estara a distancias a y b respectivamente. Suponemos, sin pérdida
de generalidad que a > b. Entonces sera

d(O,s) =a+R

d(O, 1) —b+R} = d(0,s) —d(O,t) =a—1b,

es decir, O estara en el sistema de cuatro rectas mencionado para la diferencia
a—b.

d Lugar 2

/ Lugar 1

r
(Lugar 3)
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Segun esto, trazamos las rectas paralelas a t a distancia d = a — b de ella
(Lugar 1).

Después obtenemos el sistema de rectas que contienen a los puntos cuyas
distancias a las rectas s y t se diferencian en d (Lugar 2). Los puntos que
cumplen exactamente esa condiciéon forman una semirrecta de cada una de
las cuatro rectas, tal como se muestra en la figura.

La interseccion con la recta r (Lugar 3) da los posibles centros de las
circunferencias buscadas.

Podemos observar que las semirrectas que forman el Lugar 2, son bisec-
trices de los angulos formados por rectas paralelas a s y t, a distancias a y
b respectivamente de ellas, lo que proporciona otro método para resolver el
problema: trazamos las rectas paralelas que estan a distancia a y b de s y
t, respectivamente. Los centros de las circunferencias buscadas se hallardn
al intersecar con la recta r las bisectrices de los angulos formados por estas
paralelas.

D1scUSION: Generalmente habra dos soluciones del problema, como muestra
la figura anterior. Hay dos situaciones especiales:

1. Sila recta r contiene a una de las semirrectas que forman el Lugar 2,
el problema tendra infinitas soluciones, una por cada punto de dicha
semirrecta.

2. Sila recta r es paralela a una de esas semirrectas, pero no tiene inter-
seccion con ninguna, el problema no tiene solucién.
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28. Construir un tridngulo conociendo A, w, y p.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

L %J \}

CONSTRUCCION: Dibujamos dos semirrectas AB y AC formando un dngu-
lo A, que contendran los lados del tridngulo. La circunferencia inscrita al
triangulo ABC' tendra por centro el punto de intersecciéon de dos rectas pa-
ralelas a AB y AC'y a distancia p de ellas. El punto L, extremo de la bisectriz
queda determinado por la bisectriz del angulo A y la circunferencia con cen-
tro A y radio w,. Trazando por L una tangente a la circunferencia inscrita
obtenemos el lado BC'.

DI1ScUSION: Para que haya solucién, la longitud w, debe ser lo suficiente-
mente grande como para abarcar a la circunferencia inscrita, concretamente

debe ser
1
W, = ( VERE 1) p-
Sen 0}

Salvo en el caso de la igualdad, en el que L serd el punto de tangencia con la
circunferencia inscrita, se podran trazar desde L dos tangentes a la misma,
dando lugar a dos tridngulos iguales.
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29. Construir un cuadrildtero inscribible, conociendo
AB, BC, AC' y el angulo formado por las diagonales.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION
B
AB /
BC A C
AC
O
(o
D

CONSTRUCCION: En primer lugar construimos un tridngulo con lados AB,
BC y AC'. Concretamente, fijamos el lado AC' (que serd una de las diagona-
les), y con centros en A y C trazamos circunferencias de radios AB y BC,
que determinaran el punto B.

El punto D estard en la circunferencia circunscrita a A, B y C'. También
estara en la recta que, pasando por B, forma el angulo dado con AC.

DISCUSION: Para que exista solucién, los segmentos AB, BC, AC deben
formar triangulo. Ademads, para que exista solucién es necesario que el punto
D obtenido no caiga en el arco ABC'.
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30. Construir un punto tal que las tangentes trazadas
desde él a tres circunferencias dadas sean de la misma
longitud.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Si desde un punto P son iguales las tangentes a dos circun-
ferencias con centros A y B y radios ry y o, tendremos

PS? = PT? = PA* — 2 = PB* —ri = PA*> — PB? =1} — 15 = cte.

Por tanto, P estara en una recta perpendicular al segmento AB.

Es evidente que esta recta es el eje radical de la dos circunferencias, es
decir, el conjunto de puntos que tienen la misma potencia respecto de las
dos circunferencias. Para trazar el eje radical de dos circunferencias secantes
o tangentes, basta trazar la recta que une los puntos de interseccion o la
perpendicular a la recta que une los centros por el punto de tangencia.

Si las circunferencias no tienen ningtin punto comun (y no son concéntri-
cas), para trazar el eje radical procedemos de la siguiente manera:

1. Trazamos la circunferencia con didmetro AB.

2. Unimos los puntos de interseccion de esta circunferencia con cada una

de las dadas. Resultaran dos rectas perpendiculares a AB que cortaran
a AB en dos puntos C'y D.
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3. El eje radical es la mediatriz del segmento C'D

Para encontrar el punto pedido por el enunciado bastaréd trazar dos ejes
radicales de dos pares de las tres circunferencias (los tres ejes radicales se
cortan en un punto llamado centro radical). La siguiente figura muestra los
tres ejes radicales y como son iguales las tangentes trazadas desde el centro
radical a las tres circunferencias.
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31. Construir un tridngulo conociendo A, a y b* + ¢ .

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Fijamos un segmento BC' de longitud a. Las soluciones del
problema se obtienen como interseccién de dos lugares geométricos:

1. El arco capaz del segmento a para el lado A.

2. La circunferencia formada por los puntos tales que los cuadrados de las
distancias a los vértices B y C suman b? + 2.

(b2+c2)12 K/

La figura contiene los detalles par el segundo lugar geométrico. Recor-
demos que si M es el punto medio de BC'y P es cualquier punto tal que
PB?% 4+ PC? = b? + %, al ser PM la mediana del tridngulo PBC,

B PB? + PC?* BC? B ¥+ a?

5 1 s T T cte. (1)

PM?

Esto confirma que P, y por tanto A, debe estar en una circunferencia de
centro M. Para obtener los puntos de interseccién de esta circunferencia con
la recta BC', trazamos por B una recta K BL que forme un angulo de 45°
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con ella, y trazamos una circunferencia con centro C' y radio vb? + ¢? que
cortard a larecta K BL en los puntos K y L. Al proyectar perpendicularmente
los puntos K y L sobre la recta BC', obtendremos los puntos buscados D y
E.

En efecto, b* +c? = KC? = KD?*+ DC? = DB%+ DC?, y de igual forma
se cumplird que EB? + EC? = b? + 2, asi que B y C cumplen la propiedad
y deben estar en la circunferencia.

DiSCUSION: La igualdad (1) indica que para que exista el segundo lugar
geométrico debe ser b 4 ¢? > 2a?.

Ademas, puede comprobarse que para que haya interseccion de los dos
lugares geométricos es necesario que

av/2b% 4 2¢2 — a2

b + 2 — a?

tan A < ,
correspondiendo la igualdad al caso en que los lugares geométricos (dos so-
luciones) y la desigualdad estricta al caso en que son secantes (cuatro solu-
ciones).

Para el lector interesado, este resultado aparece al intentar resolver el
sistema de ecuaciones formado por los dos lugares geométricos (habiendo
establecido previamente un sistema de coordenadas con el segmento sobre el
eje z y centrado en el origen de coordenadas):

2 _acos4 2_( a )2
g V" 9send) " \2send/

, U+ a?

2 E—
-ty 5 1
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32. En un tridngulo dado, encontrar un punto tal que
las lineas que lo unen con los vértices, dividen el triangu-
lo en tres triangulos equivalentes.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacién a mds de 400 problemas.

SOLUCION

En el mismo enunciado, Julius Petersen da la siguiente indicacion:

Sea ABC' el tridangulo, O el punto buscado. Si AAOB y ANAOC
son equivalentes, el lugar geométrico de O es una recta que pasa
por A. Como la mediana divide al tridangulo en dos partes equi-
valentes, el punto medio de BC debe ser un punto del lugar; por
tanto, el lugar debe ser esa mediana. El punto buscado es, por
tanto, el punto de interseccién de las medianas.

La parte mas delicada es la afirmacion de que el lugar geométrico de O es
una recta que pasa por A. Supongamos que P varia cumpliendo la igualdad
(APB) = (APC). San PK y PM las alturas de los triangulos APB y APC
(considerando a AB y AC' como bases). Entonces,

(APB) = (APC) = AB - PK = AC - PM = PK : PM = AC : AB.

Segun el apartado g (pag. 11) de lugares geométricos de puntos, el lugar
geométrico de los puntos cuyas distancias a dos rectas estdn en una razon
dada, son dos rectas que pasan por el punto de interseccién de las dos rectas
dadas. Para mayor claridad, vamos a razonar este hecho directamente:
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Hagamos variar a P el interior del tridangulo ABC, y tracemos por P
paralelas y perpendiculares a AB y AC, como indica la figura.

La orientacion de los lados del triangulo PK L no varian, por lo que este
triangulo se mantiene semejante. También se mantiene semejante el triangulo
PMN. Eso quiere decir que las razones % y %, asi como el cociente
de ambas 5;}]\2‘.1;]2 permanece siempre constante. Por ello, los puntos para
los que PK : PM es constante son los mismos que aquellos para los que
PN : PL o LA : PL es constante. Pero entonces, el triangulo ALP se
mantiene semejante, ya que el angulo ZALP es fijo. Se deduce entonces que
el angulo ZPAL es fijo y P debe estar en una recta que pasa por A.

Como el punto medio M del lado BC' hace equivalentes a los triangulos
BMA y MCA, M debe estar en dicha recta, y por eso la recta en cuestién
es la mediana que pasa por A.

Por el mismo razonamiento, O debe ser el punto comin a las tres media-
nas.
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33. En un tridngulo dado, inscribir un tridngulo don-
de dos de los lados son dados, y de tal manera que uno
de sus vértices sea un punto dado.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Vamos a poder construir el tridngulo pedido en el enunciado
de tres formas diferentes:

1.  Consideramos el caso en el que el punto dado es un extremo de los dos
lados dados.

Sean P el punto dado y m y n las longitudes de los lados dados. Con
centro P trazamos circunferencias con radios m y n. Por cada vez que
una circunferencia corte a un lado y la otra al otro, tendremos una
solucién del problema. En la figura, las circunferencias centradas en P
con radios m y n cortan cada una a cada lado en dos puntos. De esta
forma conseguimos ocho soluciones: P17 (mostrado en la figura), P18,
P27, P28, P35, P36, P45 y P46.
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Ahora suponemos el caso en el que el punto P es extremo del segmen-
to de longitud m, pero no del de longitud n. Comenzamos trazando
una circunferencia con centro P y radio m. Con centro cada uno de
los puntos donde la circunferencia corte a cualquiera de los lados que
no contienen al punto P, trazamos una circunferencia con radio n y
hallamos la interseccion con el tercer lado.

En la figura , la circunferencia con centro P y radio m corta en un
solo punto R al lado AB, y no corta al lado AC'. La circunferencia con
centro R y radio n corta en un solo punto S, al lado AC. Por tanto,
PRS seria la tnica solucién que se puede obtener de esta forma.

Finalmente, podrian obtenerse mas soluciones considerando que P es
extremo del segmento de longitud n y no del segmento de longitud m.

D1scUSION: Al poder hacer la construccién de varias formas distintas y tener
cada una varias posibles soluciones, el numero total de soluciones es dificil
de precisar.

En la primera forma de hacer la construccién ya hemos visto un ejemplo

en el que hay el nimero méximo de ocho soluciones. En los otros dos, por
ejemplo en el segundo, también hay en teoria ocho soluciones posibles, porque
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una circunferencia centrada en P y con radio m puede cortar a cada lado
en dos puntos y luego una circunferencia centrada en cada uno de ellos con
radio n puede cortar al tercer lado en otros dos puntos como maximo. En
la siguiente figura se consigue el maximo de soluciones al hallar la primera
circunferencia, pero soélo al trazar las circunferencias con los centros 2 y 3 se
obtiene interseccion con el tercer lado. En total habria sélo cuatro soluciones.

/
/

/ \
|
\‘\ ,‘ |
\ / /

\\ \\\ / 4 ///

m
B P C
n

Teniendo en cuenta las tres formas de construccion y las ocho posibilida-
des de cada una, habria un méaximo de 24 soluciones posibles, AUNQUE NO

ME QUEDA CLARO QUE PARA UN MISMO TRIANGULO EXISTAN
ESTAS 24 SOLUCIONES.
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34. Construir una circunferencia que sea tangente in-
teriormente a tres circunferencias iguales dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Suponemos que los tres circulos tienen interseccién comun,
pues en caso contrario el problema careceria de solucion.

Sean A, B, C los centros de las tres circunferencias dadas, las tres de
radio R. Sean O y r el centro y el radio de la circunferencia buscada. Se
cumplird que OA = OB = OC = R — r. Por tanto, O esta a la misma
distancia de los centros A, B y C, por lo que estard en las mediatrices de
los segmentos AB, BC'y C'A. Para hallar uno de los puntos de tangencia,
hallamos, por ejemplo, la interseccién de la recta OA con la circunferencia
de centro A.

DiscusiON: El sistema tiene solucién cuando la interseccién de los tres circu-
los es no vacia y ademés ninguna interseccion de dos circulos estd contenida
en el tercero. En ese caso la solucién es unica.
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35. Construir un tridngulo, conociendo a, h;, y h,.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Supongamos el problema resuelto.

A

B C

Sean H y K los pies de las alturas trazadas desde B y C', respectivamente.
Como desde H y K se ve el segmento BC' bajo un angulo recto, H y K
deben estar en la circunferencia con didmetro BC'. Ademas, H debe estar en
la circunferencia de centro B y radio hy, y K debe estar en al circunferencia

de centro C'y radio h,.

DISCUSION: Para que existan los puntos H y K debe ser hy < a 'y h. < a.
Obsérvese que si, por ejemplo, es hy, = a y h. < a, entonces el punto H
coincide con C| resultando un triangulo rectangulo en A. Pero si hy, = h, = a
el triangulo tendria que se rectdngulo en B y en C, lo cual es imposible.
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36. Determinar un punto cuya distancia al vértice
de un angulo esté dada y las distancias a los lados del
angulo estén segiin una razon dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Tenemos dos lugares geométricos:

1. El lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a dos rectas estan
segiin una razon dada esta formado por dos rectas que pasan por el
punto de intersecciéon de ambas.

2. El lugar geométrico de los puntos que estan a una distancia dada de
un punto dado es una circunferencia.

En la siguiente figura, O es el vértice del angulo, d es la distanciaa O y m : n
es la razon de las distancias a los lados 7 y s del angulo.

DiscusiON: Como se trata de cuatro rectas que pasan por un punto y una
circunferencia centrada en ese punto, siempre habra cuatro soluciones.
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37. Construir un tridngulo, conociendo a, A y b* — 2.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacién a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CoNSTRUCCION: Fijando el lado BC del tridngulo, el punto A estard, por un
lado, en el arco capaz del segmento BC' para el angulo dado A, y por otro,
al ser, AC? — AB? = b — ¢, A estard en una recta perpendicular al segmen-
to BC, que se determina de la forma siguiente. Consideramos un triangulo
rectangulo con un cateto igual a v/b? — ¢2. Trazamos circunferencias con cen-
tros B y C'y con radios el otro cateto y la hipotenusa de este rectangulo. Por
el punto de interseccion de las dos circunferencias, trazamos la perpendicular
a BC.

A A A
a

(b2_C2)1/2

Lugar 2

DISCUSION: La recta puede cortar hasta en cuatro puntos a los dos arcos
capaces, pudiendo haber cero, dos, o cuatro soluciones. La condicién para
que exista solucién es que

2a3

sen A < m,

correspondiendo la igualdad al caso en que hay exactamente dos soluciones,
una a cada lado del segmento AB.
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38. Construir un tridngulo, conociendo a, h, y b* + 2.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Fijando un segmento BC' de longitud a, el tercer vértice A
es la interseccion de dos lugares geométricos:

1. Puntos que estan a distancia h, de BC.

2. Puntos tales que los cuadrados de las distancias a los puntos B y C
suman b* + ¢?, que es una circunferencia centrada en el punto medio
M de AB. Los detalles de este lugar geométrico estan expuestos en el
problema 31.

Lugar 2

(b2+c2)12

DiscusiON: Como se dice en la solucién del problema 31, para que el segundo
lugar geométrico exista debe ser b>+c? > 2a?. Para que éste tenga interseccién
con el primero, debe ser

he < %\/262 + 2¢% — a?,

correspondiendo la igualdad al caso en que hay tangencia dando lugar a
exactamente dos soluciones, una a cada lado del segmento BC.
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39. Construir un tridngulo rectangulo, conociendo la
altura relativa a la hipotenusa, dos puntos de la hipote-
nusa y un punto de cada uno de los lados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CoNsTRUCCION: Consideramos el problema resuelto:

A

B C

Py @ son puntos de los lados y A es el angulo recto. Entonces, el triangulo
PAQ) es rectangulo, y por tanto A debe estar en la circunferencia de didmetro
P@Q. Como también debe estar en una recta paralela a hipotenusa, a distancia
h de ella, podemos hallar A como interseccion de dos lugares geométricos:

Lugar 2

D1scusiON: El ntimero de soluciones del problema depende de la interseccién
de dos rectas y una circunferencia, por lo que puede haber hasta cuatro
soluciones del problema.
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40. Circunscribir un cuadrado a un tridngulo equila-
tero, de manera que las dos figuras tengan un vértice
comun.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CoNsTRUCCION: Como sugiere Petersen, intentemos buscar el vértice opues-
to del cuadrado.

C

Si A, B, C son los vértices del tridangulo equilatero y A va a ser el vértice
comun con el cuadrado, el punto D, vértice opuesto de A en el cuadrado
debera estar en dos lugares geométricos: por un lado, deberd estar en la me-
diatriz del segmento BC'. Por otro, al ser recto el angulo Z/BDC, debera estar
en la circunferencia de diametro BC'.

D1scUSION: Podemos hacer una construccién similar para cada lado del cua-
drado.
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41. Construir un tridngulo, conociendo a, A y p.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Fijamos un segmento BC' de longitud a. El vértice A del
tridngulo estard en el arco capaz del segmento BC' para el angulo A (Lugar
1). El incentro de ABC' esté en una circunferencia ((Lugar 2), centrada en el
punto medio del arco BC' del Lugar 1 y pasando por los puntos B y C'. Por
ultimo, este incentro estara en una recta paralela a BC' a distancia p de ella
(Lugar 3). Una vez hallados los posibles incentros I, J de las soluciones, es
facil trazar la circunferencia inscrita. Los lados BA y C'A se pueden obtener
trazando tangentes a la esta circunferencia desde B y A.

a
p IS J Lugar 3
&\ / Lugar 2
B . C
DiscuUsION: El Lugar 2 y el Lugar 3 tendrdn interseccién comin cuando
¢ A < a’ — 4p?
n —_— —
My s dap

correspondiendo la igualdad al caso en que ambos lugares son tangentes,
dando lugar a una unica solucién a cada lado del segmento BC'.
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42 Cortar un segmento dado en dos partes que ten-
gan por media proporcional un segmento dado.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean a y m las longitudes del segmento y de la media
proporcional dados (Lugar 1). Sobre el segmento dado BC' de longitud a tra-
zamos una circunferencia que lo tenga por didmetro. Trazamos una paralela
al segmento BC' a distancia m de él (Lugar 2). Los puntos de corte de los dos
lugares determinaran segmentos de longitud m que seran media proporcional
de las partes en que dividen al segmento dado.

En efecto, la semejanza de los tridngulo AHB y CHA implica que

AH :HB=CH:HA=m:p=q:m=m?>=pq.

DISCUSION: Para que el problema tenga solucién, es necesario que exista

la interseccién de los dos lugares geométricos, es decir, debe cumplirse que

m < 3. La igualdad corresponde a una tnica solucién del problema y la

desigualdad estricta corresponde a dos soluciones simétricas.
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43. Dado un tridngulo rectangulo, construir una cir-
cunferencia tangente a la hipotenusa, que pase por el
vértice del angulo recto y tenga su centro sobre uno de
los lados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sea el tridngulo ABC, rectangulo en A, y supongamos la
circunferencia pedida tiene su centro en AB (Lugar 1).

A O Lugar 1 B

Como el centro O de la circunferencia buscada debe distar lo mismo de las
rectas AB y BC, O deberd estar en la bisectriz de dngulo BCA (Lugar 2).
La interseccion de los dos lugares nos daré el punto O.

D1scUsiON: El problema dos soluciones para cada tridngulo rectdngulo, una
por cada cateto.
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44 Dadas dos rectas paralelas, un punto A en una de
ellas y otro punto O en cualquier lugar fuera, trazar por
O una recta que corte en X a la paralela pasando por A
y en Y a la otra paralela, de manera que AX = AY.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Como sugiere Petersen, tratemos de determinar el punto
medio M de XY. Para ello, supongamos el problema resuelto:

O

Como AX = AY, X e Y estardn en una misma circunferencia de centro A,
y M sera el punto medio de la cuerda trazada desde el punto O. Entonces,
desde O el segmento OA se vera bajo un angulo recto. Ademas, el punto
M estard a la misma distancia de las dos rectas paralelas, por lo que M
debera estar en una paralela intermedia a ambas.

D1ScUSION: En el caso particular de que O esté en la paralela que no contiene
a A, sera Y = O. Si el punto O esta en la paralela intermedia a las dos
paralelas dadas, la recta OM sera precisamente dicha paralela intermedia,
por lo que el problema no tendra solucion.
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45. Determinar un punto desde el que se vean bajo
el mismo angulo tres segmentos AB, BC' y CD de una
misma recta dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Suponemos el problema resuelto.

Si P es el punto buscado, PB es la bisectriz del angulo APC'. En conse-
cuencia,

AP PC AP AB

AB~ BC ~ PC BC
es decir P debe estar en la circunferencia de Apolonio de A, C, AB : BC. De
igual forma podemos razonar que P estara en la circunferencia de Apolonio
de B, D,BC : CD. Por tanto, el punto P se obtendra como intersecciéon de
las dos circunferencias.

DISCcUSION: Si son iguales los segmentos AB y BC' o BC'y CD, las circun-
ferencias de Apolonio se convierten en rectas perpendiculares a la recta dada
por los puntos B y (', respectivamente. Si los segmentos AB, BC'y C'D son
los tres iguales, tendremos dos rectas paralelas y el problema no tendra so-
lucién. En cualquier otro caso, habra dos soluciones, una a cada lado de la
recta dada.
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46. En un tridngulo, determinar un punto desde el
que los tres lados parezcan lo mismo de grandes (se
vean con el mismo angulo).

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Desde el punto buscado los tres lados deberdn verse con un
angulo de 120°. Como el suplementario de 120° es 60°, este punto estara en
las circunferencias circunscritas a triangulos equilateros construidos sobre los
vértices.

D1scUSION: Hay solucién tinica para cualquier tridngulo. Al punto obtenido
se le llama punto de Fermat del triangulo ABC.

82



47 Determinar un punto desde el que se vean del
mismo tamano tres circunferencias dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CoNsTRUCCION: Como sugiere Petersen, las distancia del punto a los centros
de las circunferencias estaran entre ellas segiin las razones de los radios.

/ \
/ \
// \\
/ \
// \\
[ \
| |
| |
| |
\ |
\ |
\\
\\
\
\
\
\\\
N
\\\

Por ello, si las circunferencias tienen centros A, B, C'y radios r, s, t,
respectivamente, los puntos buscados seran las intersecciones de las circun-
ferencias de Apolonio para A, B,r : s, B,C,s:ty A, C,r : t. En la figura se
detalla la construccion de la primera de estas circunferencias y se ve que las
tres circunferencias se cortan en dos puntos.

DiscUSION: Este problema coincide esencialmente con el problema 22 (pag.
46). Alli se estudian con detalle las condiciones para la existencia de solucio-
nes.
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48. Construir un tridngulo conociendo a, h, y b : c.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION
CONSTRUCCION: Fijamos un segmento BC' de longitud a. El tercer vértice
A debera estar en dos lugares geométricos:
1. Una recta paralela a BC' a distancia h, de ella.
2. La circunferencia de Apolonio para B,C,c : b.

b C
ha

D1ScUSION: Puede haber hasta cuatro puntos de interseccién entre la cir-
cunferencia de Apolonio y las rectas paralelas a BC'. La condicién para que
exista interseccion es que
abc
ha < m7

correspondiendo la igualdad al caso en que hay tangencia entre los dos lu-
gares geométricos. Observemos que cuando el cociente se anula (b = ¢) la
circunferencia de Apolonio se convierte en la mediatriz del segmento BC),
que siempre tendrd interseccion con las rectas paralelas a BC.
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49. En un cuadrilatero dado, encontrar un punto tal
que las distancias a los de los lados opuestos tengan una

suma dada y las distancias a los otros estén en una razén
dada.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION
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CONSTRUCCION: Tenemos dos lugares geométricos:

1. El lugar geométrico de los puntos, cuyas distancias a dos rectas dadas
poseen una suma, s es un rectangulo HI1JK.

2. El lugar geométrico de todos los puntos cuyas distancias a dos rectas
dadas estan en una razén dada m : n esta formado por dos rectas u y
v que pasan por el punto de intersecciéon de las rectas dadas.

La interseccion de los dos lugares geométricos nos da la soluciéon del pro-
blema.

DiScUSION: Las dos rectas del Lugar 2 cortaran al rectdngulo del Lugar 1
a lo sumo en cuatro puntos. La figura muestra el caso en el que uno de los
puntos esta en el perimetro del cuadrado y los otros tres estan fuera.
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50. Sobre una circunferencia dada, encontrar un pun-
to tal que la suma de las distancias a dos rectas dadas
sea minima.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sabemos que los puntos cuya suma a dos rectas es una
constante s forman un rectangulo con centro el punto de interseccion dichas
rectas. Si queremos que el punto esté en una circunferencia dada y que la
distancia sea minima, el rectangulo deberd ser tangente a la circunferencia y
el punto de tangencia serd el punto buscado.
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91. Construir una circunferencia que corte perpendi-
cularmente a tres circunferencias dadas.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sabemos que el lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias que cortan perpendicularmente a dos circunferencias dadas es el
eje radical de las dos circunferencias. Por tanto, tomando dos a dos las tres
circunferencias, el centro radical serd el centro de la circunferencia buscada.

DiscusiON: Cuando los centros de las tres circunferencias dadas estén alinea-
dos, los ejes radicales seran paralelos, por lo que el centro radical no existira.
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52. Construir una circunferencia que corte a tres cir-
cunferencias dadas segun los diametros.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacién a mds de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sabemos que el lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias que cortan a dos circunferencias dadas, a cada una segin un
didmetro, es una recta perpendicular a la recta que une los centros y a la
misma distancia de uno de los centros que el eje radical lo esta del otro.

Si las tres circunferencias tienen centros A, B,C' y radios 7, s,t, tendre-
mos tres lugares geométricos, que seran rectas formadas por los puntos que
cumplen las condiciones (1) PA?+s? = PB?+r? (2) PB*+t? = PC*+s%y
(3) PA?+* = PC? + 2. Si un punto pertenece a dos de las rectas, también
pertenecera a la otra, por lo que las tres rectas se cortaran en un tinico punto

P.

DISCUSION: Si las tres circunferencias estdn centradas en puntos alineados,
las tres rectas seran paralelas, por lo que el punto P no existira y el problema
carecera de solucion.
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953. Inscribir un tridngulo rectdngulo en una circun-
ferencia dada de manera que cada uno de los lados pase
por un punto dado.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Partimos de una circunferencia con centro O y de dos pun-
tos A y B en su interior. El vértice P del angulo recto del triangulo buscado
deberd estar en la circunferencia dada (Lugar 1) y también en la circunferen-
cia con didmetro AB (Lugar 2), pues desde P se vera dicho didmetro bajo
un angulo recto. Por tanto, obtendremos P como interseccion de estos dos
lugares geométricos.

Q

DI1ScUSION: Al tratarse de la interseccién de dos circunferencias, el problema
puede tener dos soluciones, una o ninguna. Habré solucién tnica en el caso
de que AB sea un diametro de una circunferencia tangente interior a la dada.
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954. En una circunferencia dada, inscribir un tridngulo
rectangulo, conociendo un angulo agudo y un punto de
uno de los lados.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucién de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: Sean « el dngulo agudo dado, P el punto dado, y O el
centro de la circunferencia dada. Queremos inscribir en esta circunferencia
un triangulo ABC de manera que P esté en AB y ZBAC = «. Entonces, el
punto A deberd estar en la circunferencia dada (Lugar 1). Por otro lado, el
segmento OP se vera desde A con bajo el angulo A, por lo que A estara en
un arco capaz del segmento OP para ese angulo (Lugar 2). El punto P
quedara determinado como interseccion de los dos lugares geométricos.

Lugar 1

DI1ScUSION: La interseccién de la circunferencia dada con los dos arcos ca-
paces puede dar lugar a cuatro puntos de interseccién, a dos o a ninguno.
Puede comprobarse que el caso de dos puntos de interseccion, es decir, cuan-
do los lugares geométricos son tangentes se da cuando OP = rsena. Si OP
es mayor que esta cantidad, hay dos puntos cuatro puntos de interseccién, y
si es menor no hay ninguno.
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955. Dadas dos bolas sobre el mismo didmetro de un
billar circular, determinar cémo debemos lanzar una de
ellas para que, después de rebotar, se encuentre con la
otra.

Julius Petersen (1879): Métodos y Teoria para la Resolucion de Problemas de
Construcciones Geométricas, con aplicacion a mas de 400 problemas.

SOLUCION

CONSTRUCCION: En la figura, lanzamos la bola A hacia el punto P para que
al rebotar, haga carambola con la bola B.

Lugar 2 P

N

Considerando la ley de la reflexion y que la perpendicular al radio OP es la
recta tangente a la circunferencia en P, OP debe ser la bisectriz del angulo
APB. Entonces tendremos

AP_PB:>AP_AO
AO OB =~ PB OB’

es decir, P debe estar en la circunferencia de Apolonio de A, B, AO : OB
(Lugar 1). Como P también debe estar en la circunferencia dada (Lugar 2),
obtendremos P como interseccion de dos lugares geométricos.

DI1ScUSION: Los puntos A y B deben estar separados por el punto O. Si
llamamos a = OA y b = OB, la condicién para que el problema tenga
solucién es que 2ab > |a — b|r, correspondiendo la igualdad al caso en el que
hay tangencia entre los dos lugares geométricos.
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